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n+(=1)"-Bn+1)

21. Fiir die Folge (a,)neny mit a,, = fiir alle n € N ergibt sich

—4k+1 —4+l

falls n = 2k — 1 ungerade,

_ ) 2k—1 2-4 ’
" 1 8
8k + = il k, falls n = 2 k gerade.
2k 2
Damit gilt hm asp—1 = —2 und llm as, = 4, so dafl die Folge (a,)nen die

Haufungspunkte by = —2und by = 4 besﬂ;zt
Fiir die Folge (by)nen mit b, = (—1)" + cos (%) fiir alle n € N ergibt sich

(cos (857) = cos (2k ) = 1, falls n = 8k,
cos w :cos(2k:7r—§):‘/7§, falls n =8k — 1,
cos W :cos(2k7r—g):O, falls n =8k — 2,
<n7T> cos w = COS (2k7r— ?jf) = —*/75, falls n = 8k — 3,
cos(— | =
4 cos w =cos(2km —7m) = —1, falls n = 8k — 4,
cos @ :cos(ZkW—%):—%i, falls n =8k — 5,
cos @ ZCOS(ZI{W—%”):O, falls n = 8 k — 6,
 cos w :cos(2k7r—%):§, falls n =8k — 7.

Die Folge (COS (%))RGN besitzt die Haufungspunkte —1, 0 und 1 fiir die geraden

n € N bzw. —\/75 und \/75 fiir die ungeraden n € N; damit besitzt die Folge (b,)nen

die Haufungspunkte 0, 1 und 2 fiir die geraden n € N bzw. —1 — ‘/75 und —1+ \/75

fiir die ungeraden n € N, insgesamt also die Haufungspunkte

V2 V2

c1=0, co=1, c3=2, 04:—1—7 und 05:—1—1—7.

Da durch die Betrachtung der Teilfolgen (asy_1)ken und (ag)ken von (@, )nen bzw.
(bsk)kens - - - (bsk—7)ken von (b, )nen alle Folgenglieder von (a,)nen bzw. (by)nen

erfafit werden, gibt es somit genau die oben bestimmten (und keine weiteren)
Héufungspunkte.



22. Fir die Folge (an)nen, reeller Zahlen gebe es eine Konstante ¢ € [0, 1] mit der
Eigenschaft |a,41 —a,| < q-|a, —a,_1| firalle neN.

23.

a) Wir zeigen |a,1 — an| < ¢" - |ag — ap| fiir alle n € Ny durch vollstandige

Induktion:
o Fiir ,n=0“1ist |apgr1 — aol = |ar — aol < ¢°-|ar — agl.

e Fiir ,n — n+ 1“ folgt aus |ap41 — an| < ¢" - |ag — ag| schon

|tnso — ani1| < @ |ans1 — an| < q- (¢ a1 — aol) = ¢"* - Jar — ao .

b) Wir zeigen |anix — an| < ¢™- M fiir alle k € Ny. Es ist
—q
|an+k - an| = |(an+k - an-l—k—l) + (an—l—k—l - an—i—k—?) +...+ (an-I—l - an)|
(S) |Unsk — Qnik—1| + [Gnsk—1 — Qngrz| + ...+ |Gng1 — an
*
k—1 k—1
= |@ntes1 — Ange] < anM -|ay — ag|
=0 () 2o
k—1
1 qk
< " _ . Lo gn. _
< ¢" a1 — ao ;q (o) q" - |ay — aol 1—¢
1 _
< ¢ lar —ap|  —— = n.M_
1—g¢q l—gq

a)

Dabei geht bei (%) die Dreiecksungleichung, bei (xx) Teilaufgabe a) und bei
(% % %) die geometrische Summenformel ein.

Wegen 0 < ¢ < 1 gilt

a; —a
g — 0 und damit q" - M — 0
n—o0 1— q n—o0

folglich gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit ¢" - % < ¢ fiir alle n > ny,
und fiir alle m, n > ng mit m = n + k fiir ein £ € Ny ergibt sich

n a1 — ao

<&,
1—g¢q

|am — an| = |anir —an| < g
b)

so daf3 (an)nen, eine Cauchyfolge ist.

Fiir ,—* sei die Folge (a,)nen konvergent, und es bezeichne a = lim a,
n—oo

ihren Grenzwert; damit ist jede Teilfolge (a,, )ren von (ay)nen, insbesondere
also (agg—1)keny und (agk)ren, konvergent ebenfalls gegen den Grenzwert a.
Fiir ,<="“ seien die Teilfolgen (ask_1)ren und (ask)ren von (a,)nen konver-
gent, und es bezeichne a ihren gemeinsamen Grenzwert. Fiir jedes € > 0
gibt es

e wegen klim agk—1 = a ein ky € N mit |agp_1 — a|] < ¢ fiir alle k > ky,
—00



e wegen klirn ag, = a ein ky € N mit |ag, — a| < ¢ fiir alle k > ko,
—00

und wir setzen ng = max {2k; — 1, 2ko}; fiir alle n > ng gilt nun

e im Falle, dafl n = 2k — 1 ungerade ist, zum einen
la, — a| = |agk—1 — a|] < g, da k> ky,
e im Falle, dafl n = 2k gerade ist, zum anderen
la, —a| = |agx — al < ¢, da k> ko,

so dafl die Folge (a,)nen gegen den Grenzwert a konvergiert.

b) Fiir ,=* sei die Folge (a,)nen konvergent; damit ist jede Teilfolge (ayn, )ken
von (ay,)nen, insbesondere also (ask—1)ken, (a2r)reny und (agg)ren ebenfalls
konvergent.

. w . .
Fiir ,,<="* seien die Teilfolgen (agx_1)ken, (a2k)reny und (ask)ren von (an)nen
konvergent, und ihre Grenzwerte seien mit

a = lim ag_1, b= lim ay und c= lim asy
k—o0 k—o00 k—o0

bezeichnet. Die Teilfolge (agr—3)sen von (a,)nen ist

e sowohl die Teilfolge von (asy_1)ken zur Indexfolge (k¢)pen mit k, = 3¢—1
e als auch die Teilfolge von (asy)ren zur Indexfolge (ky)peny mit ky = 20—1,

und damit ergibt sich
a = lim ag,_1 = lim ag—3 = lim as, = ¢;
k—o00 {—00 k—oo
die Teilfolge (agr)een von (ay,)nen ist

e sowohl die Teilfolge von (ag)ken zur Indexfolge (ky)eeny mit k, = 3¢
e als auch die Teilfolge von (agx)ren zur Indexfolge (k¢)peny mit ky = 22,

und damit ergibt sich
b= li = 1i =1l =c.
Jim o = Jion oo = Jim e =
Folglich gilt @ = b, und die Folge (a,)nen ist geméB a) konvergent.

24. Fiir die gegebene durch

1
ap =1 und py =1+ — fiirallen eN
Qp,

rekursiv definierte Folge (a,,)nen gilt

[\ [N}

_ _ _ _ 8 _
ap =1, ax=2, az3= y A5 =%, 4= g,

wlot

) Gy =
Sie besitzt daher die Teilfolgen

(a2k—1)peny = (1,03, 05,...) = (1, %, %, )



und

(azk)keN = (CLQ,CL4,(1,6, .. ) = (2, %, %3, .. )
Wir zeigen zunédchst 1 < a, <2 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
W= 1% Esist a; =1 und damit 1 < q; < 2.
S —n 4 1% Esist 1 <a, <2 und damit
1 1 1 3
1>—>2-=2214+—2>2- = 2>a,41 > 1.
Qn 2 (7% 2

a) Wir zeigen a1 < ageyq fiir alle £ € N mit vollstdndiger Induktion:

Sk =1% Es ist

3

ay = 1 S — = as.

2

ok — k4 1% Es ist
1 1
Agp—1 < Qogpr1 = > —
agk—1>0 Qok—1  Qogy1
1 1
1+ > 1+ = Qo = Aotz —> — <
A2k—1 Q2K+l aze+2>0 Qg A2k4-2
=agk =a2k+2

1 1
— 1+ —<1+ = Q2k+1 < G2k43
A2k A2k42
—_—
=0a2k+1 =a2k+3

Damit ist die zunéchst Teilfolge (agi—1),.y monoton wachsend. Fiir alle
k € N gilt also asx—1 < asgsr1, woraus sich
1 1

. 1
> und damit ag, = 1+ >1+ = Qg2
A2k—1 A2k 41 A2k—1 A2k+1

ergibt; folglich ist dann die Teilfolge (agy),y monoton fallend.

b) Die Teilfolge (agi—1);cy ist gemaB a) monoton wachsend und geméf den ein-
leitenden Bemerkungen (durch 1 nach unten und 2 nach oben) beschrénkt,
also konvergent, und besitzt daher einen Grenzwert a = klim as_1, fiir den

—00

ebenfalls 1 < a < 2 gilt. Wegen

1 Qg1 2ag1+1

1
S T S | —
2kt * Ao, * 1+ 1 * ag—1 + 1 agr—1 + 1

fiir alle £ € N ergibt sich

1i L 2001+ 1 2a+1
a = 11m a = l1m =
fmroo LT e aop—1 + 1 a+1

und damit
ala+1)=2a+1, also a®*—a—1=0,



woraus sich

wegen 1 < a < 2 also

ergibt. Des weiteren ist die Teilfolge geméB a) (aoy),cy monoton fallend

und beschrinkt, also konvergent, und mit denselben Uberlegungen wie eben

ergibt sich fiir den Grenzwert b = klim agy, dann
—00

y_ L+V5
- =

Damit konvergiert aber (unter Beriicksichtigung von Aufgabe 19) auch die
gesamte Folge (ay,)nen gegen den Grenzwert a = b.



