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13. Zu betrachten ist die durch

ag =1 und Gpi1 = C;—n +1 fir alle n € Ny
rekursiv definierte Folge (ay,)nen,-

a) Esist
ap 3 ay as 15
=1 =—4+1== =—4+1=- =—4+1=—,.
Qo ) a1 + 27 a2 9 + 47 a3 2 + g ) ’
also 1 ) )
@0:2—1, a1:2—§, a2—2—zl, a3:2—§,...,
wodurch die Vermutung

1 n
ap = 2 — (2) fir alle n € Ny

nahegelegt wird; wir weisen diese mit Hilfe vollsténdiger Induktion nach

e Fiir ,n =0 ist
1\
a0:1:2—1:2—<§>.

e Fiir ,n — n + 1“ folgt aus der Induktionsvoraussetzung

1\"
n:2_ .
w2 (3)

unter Verwendung der Rekursionsvorschrift die Induktionsbehauptung

Qn

1 1\"
ma = Gy (- ()
o\ 2 2 \2 N 2 '



Wegen !%‘ = % < 1 ergibt sich

damit ist die Folge (a,)nen, konvergent gegen den Grenzwert a = 2.
b) Wir zeigen jeweils mit vollstédndiger Induktion:

e Fiir alle n € Ny gilt a,, < a,,41: fiir ,n = 0“ ist

a
ag =1 und a1:§0+1:§, also ag < aq,

und fiir ,n — n+ 1“ folgt aus a, < a,;1 zundchst mit dem Monotonie-

gesetz der Multiplikation

Ap+1
2

1
o = 5 an S §'an+l_
wegen %>0

und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition

ap, Ap+1
pi1 = — + 1<

9 9 + 1= Ap42.

Damit ist die Folge (a,)nen, monoton wachsend.
e Fiir alle n € Ny gilt a,, < 42: fiir ,n = 0 ist

ag =1, also ag < 42,

und fiir ,n — n+ 1 folgt aus a,, < 42 zunichst mit dem Monotoniege-
setz der Multiplikation
1 1
—=—-qa, < —--42=21
wegen %>O 2
und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition
Qpi1 = % +1<21+41=22, insbesondere also Qppy < 42.

Damit ist die Folge (a,)nen, nach oben beschrankt.

Damit ist die Folge (a,)nen, insgesamt monoton wachsend und (nach oben)
beschréankt, nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen mithin konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a,, ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift
n—oo

a = lim a,;; = lim (a—n+1> :g—i—l,
n—00 n—oo \ 2 2
also

% =1 und damit a=2.



14. a)

15. a)

Wir zeigen 1 < a,, <5 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
sn o= 1%

7
Es ist a1 = 3 und damit 1 < a; < 5.

s —n 4+ 1%

1§an§5 -
9>11—-2a,>1 = 3>+11—-2a,>1 =
2<5—-—V11-2a,<4 = 1< ap;1 <5.

Wir zeigen a,, > a,41 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

23:5—,/11-2-%:@.

— .
,n o= 1%

a; =

N | =3

Sn—n+ 1%

ap 2 Opy1 —
11 —2a, <11 —2an = VII—2a, < /11 — 2ap1; —
pni1 =0 —V11 —2a, >5—+/11 —2a,4+1 = apio.
Damit ist die Folge (a,)neny monoton fallend und geméf a) beschrinkt, folg-
lich ist (a,)nen konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a, gilt 1 < a < 5 geméf a), und wegen der
n—oo

Stetigkeit der Quadratwurzel erhélt man

a = lim a,;; = lim (5—\/11—2%) =
n—oo n—oo
=5— /11 -2 lim a, =5—+V11 —2a.

n—oo

Damit folgt

a—5=—I1-2a = (a—5)°= (-1l —2a)" =

> —10a+25=11-2a = a®>*—-8a+14=0 —
—(—8 —8)2—4-14 +
(=8) £ v(=8) -8 2‘/5_41\/5;

a =

2

wegen 1 < a <5 folgt hieraus schon
a=4-— \/§

Wir zeigen a,, > % fiir alle n € N mit Hilfe vollstdndiger Induktion:
,n = 1%

1
CL1:]_>§.



16.

S —n+1% Wegen a,, > % ist an—% > 0 sowie a,, > 0 und 2+a,, > 0,
woraus sich

1 14d2 1 2(1+4d)—(2+4+a,) 2+4+2a2—-2-a,
Unt1 — 5 -5 = =

2 2+a, 2 2(2+ ay) T 22+ an)
. 2(131—@” o 2afn(a'n_%) . an(an_%) >0
C2(2+a,)  2124a,) 2+4a,

und damit a,q > % ergibt.

Fiir alle n € N gilt a,, > % geméf a) und damit 2a, > 1, also 1 — 2a, <0,
sowie 2 + a,, > 0, woraus sich

1+ad? (1+a?) —a,(2+ay)
Ap4+1 — Ap = — Up — -
24+ a, 24+ a,
1+ad2—2a,—a2 1-2a,
2+a, 2+ a,

und damit a,,; < a, ergibt; damit ist die Folge (a,)nen streng monoton
fallend. Da sie zudem gemé#8 a) nach unten (durch 3) beschréinkt ist, ergibt
sich daraus schon ihre Konvergenz. Fiir ihren Grenzwert

a = lim a,
n—o0

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

: . 1+d2 1+d?
a= lim a,.; = lim = ,
n—o00 n%oo2—|—an 2—|—a

woraus sich
a(2+a)=1+a’ also  2a+a*=1+ad?

und damit
2a =1, also a=—

ergibt.

Die Folge (ay,)nen ist nach Voraussetzung konvergent mit lim a, = a; damit
n—oo

konvergiert auch die (lediglich um einen Index verschobene) Folge (@, 11)nen
mit lim a,,; = a. Folglich ist zunichst (a, + @n41)nen als Summe konver-
n—oo

genter Folgen konvergent mit

lim (a, + aps1) = lim a, + lim @, =a+a=2a
n—oo n—oo n—oo

und schliellich (b,,),en mit b, = % (an, + ansq) fiir alle n € N als Vielfaches

einer konvergenten Folge konvergent mit

-(2a) = a.

DO | —

1 1
lim b, = lim = (a, + apy1) = = - Iim (a, + api1) =



Alternativ 148t sich auch direkt mit Hilfe der Definition argumentieren: da
die Folge (an)nen gegen a € R konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N
mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > ny; damit folgt

: |(an + any1) — 2a| =

N | —

1
b, — a| = §<an+an+1)_a =

1

=—-|(an —a) + (any1 —a)] <

5 (|an —al +|aps1 —a| ) < e

—_— Y
<e <e

N —

fiir alle n > ng, und damit konvergiert die Folge (b, )nen gegen a € R.

Die Folge (an)neny mit a, = (—1)" fiir alle n € N ist nach Beispiele 1.10 3)
nicht konvergent. Die zugehorige Folge (by,)nen ist jedoch wegen
(=1)"

b, = %(an + apt1) = % (D)™ +(=1)"*) = T (1+(=1))=0

fiir alle n € N die konstante Nullfolge und damit insbesondere konvergent.

Die Folge (b,)nen ist nach Voraussetzung konvergent, insbesondere (nach
oben) beschrinkt, es gibt also ein M € R mit b, < M fiir alle n € N. Da
die Folge (ay,)nen nach Voraussetzung monoton wachsend ist, gilt a,, < a1
und folglich

1 1
Mzbnzi(an—i_arwrl)Z§(an+an>:an

fir alle n € N; damit ist auch die Folge (a,)n,eny nach oben beschrankt,
demnach als monoton wachsende Folge bereits konvergent.



