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9. a) Fiir k =5 ergibt sich

(1+n)> — (n®+5n)

(n+3)3
(1+5n+10n? 4+ 100>+ 5n* +n®) — (n® + 5n)
(n+3)3
_ 145n+ 1002+ 100 n® (5 + =+ 2 +10)
n3+9n2427n+27 nd (1424 2 4+ 27)

L+ 5+ 2410 0+0+0+10

= — = 10;
1+ 242420 s 140+0+0

a, =

dabei verwenden wir

1
lim — =0, lim — =0 und lim — =0.
n—oo N n—oo N2 n—oo N3

b) Sei nun k # 5. Fiir jedes n € N ist das Folgenglied

(1+n)*— (nk + k:nkfl)
(n+3)3

Ay =

ein gebrochenrationaler Term in n; dabei ist der Zdhler geméfl dem binomi-
schen Lehrsatz

k

(1+n)*— (nF +kn*t) = (Z (f) 15 nj) — (nf +kntt) =

§=0
k—2 =2
_ k—1 k k k—1) _
= (j)nj+ kn + n (n +kn )— ( )n],
Jj=0 fir j=k—1 fiir j=k j=0

ein Polynom vom Grad k — 2, wihrend der Nenner geméf a) ein Polynom
vom Grad 3 ist. Folglich erhélt man

. 0, falls k —2 < 3, also k < 5,
im a, =
400, falls k—2> 3, also k > 5.



10. Hinsichtlich der Folge (a,)en mit

_l—xn
1 4gn

Qn

fiir alle n € N treffen wir die folgende Fallunterscheidung:

e Fiir [z] < 1ist

1—2" 1-0
lim 2" =0 und damit lim a, = lim A =
e Fiir [z| > 1 konnen wir
1—a" an —
a/n = =
I+a2r L +1
fiir alle n € N schreiben; wegen
. _ .1
lim 2" = oo ist lim — =0
n—o00 n—oo "
und damit .
- 0—1
lim a, = lim % = = —1.
n—00 n—00 e +1 0+1
e Fiir |z| = 1 ist wegen x # —1 nur z = 1 zu betrachten; wegen a,, = 0 fur

alle n € N ist (ay,)neny dann eine Nullfolge.

Hinsichtlich der Folge (b,,),en mit

n

_
L+yn

n

fiir alle n € N treffen wir die folgende Fallunterscheidung;:
e Fiir |y| <1 ist

lim y" =0 und damit lim 3*" = lim (y")* = 0% = 0;

n—00 n—00 n—00
folglich ergibt sich

lim b, = im 2 = 0 _
n—00 n—oo 1+ 92" 140

0.

e Fiir |[y| > 1 ist y # 0, und wir kénnen

n 1
n

Lty o +1

n

fiir alle n € N schreiben; wegen

lim |y"] = lim |y|" = o0



ist

1 . .1 , 1\
lim — =0 und damit lm — = lim | — | =0°=0,
n—00 yn n—00 n n—00 y”
woraus sich
= 0
lim b, = lim —% = =0

2n
ergibt.
o Fir [y =1ist y =1 oder y = —1:
— Firy =11ist b, = % fiir alle n € N; damit ist (b,)nen eine konstante

Folge mit Grenzwert %

— Fiir y = —1 ist b, (=D)L fiir alle n € N; damit ist (b,)nen die
alternierende Folge (—%, %, —5, 5, ), die jedoch divergiert.

11. a) Fir alle n € N gilt

(Vi? = v+ 7) (Va2 + V2 1)
Vil = Ve = Vn2+vn? +1 B
R R S e (s I 1
VR +Vr D V2Vt l V2 +ve2+ 1

und damit

3n+1
a,=Bn+1 <\/n2—\/n2+1):— =
( ) Vn? +v/n? +1
341 3+1 340

= — = — — =
@_i_—\/nz"'l 1+ /1_|_# n—0o0 1+\/1 O

N

b) Fiir alle n € N gilt

(\/n2+2n—n) (\/n2+2n—i—n)
V2 +on —n — —
n“—+2n—n —n2+2n+n

VnZ+2n’ —n? (n? +2n) —n? 2n

Vn2+2n+n B Vn2+2n+n B \/n2+2n+n_
2 2 2 2

VADESTINE | 14241 = VIF0+1 141

n

12. Es sind zwei Folgen (a,)neny und (b, )nen reeller Zahlen zu betrachten:

a) Nach Voraussetzung ist (a,)nen konvergent, und wir haben zu zeigen:

(bp)nen divergent <= (an + by, )nen divergent.



e Fiir ,=—“ sei (b, )nen divergent, und wir nehmen zum Widerspruch die
Konvergenz von (a,, + by)nen an. Dann wire aber

(bn)nen = ((an +bn) — a")neN

als Differenz konvergenter Folgen selbst konvergent, ein Widerspruch!
Folglich ist (a,, + by)nen divergent.

e Fiir ,<="* sei (a,+by)nen divergent, und wir nehmen zum Widerspruch
die Konvergenz von (b,),eny an. Dann wire aber (a,, + b, )nen als Sum-
me konvergenter Folgen selbst konvergent, ein Widerspruch! Folglich ist
(bn)nen divergent.

b) Nach Voraussetzung ist (a,)nen beschriankt, es gibt also (obere bzw. untere)
Schranken Ky, Ly € R mit Ly < a, < K, fir alle n € N; wir haben zu
zeigen:

lim b, = +o00 <= lim (a, + b,) = +©.

n—o0 n—oo

e Fiir ,—“ sei (b,)nen bestimmt divergent gegen +oo, fiir alle K € R
gibt es also zu K — Ly € R ein ng € N, so dafi fiir alle n > ng dann

b, > K — Ly und damit an+by, > Lo+ (K — Lo) = K

gilt; folglich ist (a, + by )nen bestimmt divergent gegen +oo.

e Fiir ;<" sei (a,+b,)nen bestimmt divergent gegen +o0, fiir alle K € R
gibt es also zu K + Ky € R ein ng € N, so daf fiir alle n > ny dann

a, + b, > K+ Ky
und damit
by, = (ay + by) + (—a,) > (K + Ky) + (—Ko) = K

gilt; folglich ist (b,,)nen bestimmt divergent gegen +oo.



