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5. Wegen lim —= = 0 ergibt sich fiir ein fest gewé&hltes r > 0 zunéchst
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damit besitzt die Folge (a,,)nen den Grenzwert a = — € R. Dabei gilt
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fiir alle n € N, und es ist
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wir konnen also jedes ng € N mit ng > —— wiéhlen, und fiir alle n > ny gilt
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dann n > 5 und damit
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6. Seien (ay,)nen und (b, ),en konvergente Folgen reeller Zahlen mit lim a,, = a und
n—oo
lim b,, = b. Wir zeigen, daf§ die beiden Folgen (¢, )neny und (d,)nen reeller Zahlen
n—oo
¢, = min{a,, b, } und d,, = max{ay, b, }.
konvergieren, indem wir nachweisen, dafl
nh_}rgo ¢, = min{a, b} und nh_)rilo d, = max{a,b}

gilt. Zu jedem € > 0 gibt es



e wegen lim a, =aeinn; € Nmit a —e < a, < a-+ ¢ fir alle n > ny,
n—oo

e wegen lim b, =bein ny € Nmit b —e < b, < b+ ¢ fiir alle n > no;

n—oo

es sel ny = max {ny,n2} € No. Wir treffen nun folgende Fallunterscheidung:

e Fall 1: Sei a = b. Fiir alle n > ng gilt dann
a—e<ap,<a+e und a—e<b,<a-+e¢
und folglich auch
a—ec<c,<a+e und a—e<d, <a-+c¢g;
somit gilt nach Definition

lim ¢, = a = min{a, b} und lim d,, = a = max{a, b}.
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e Fall 2: Sei a < b. Speziell zu ¢ = b’T“ > 0 gilt fiir alle n > ng dann

a+b
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Damit folgt ¢, = a,, und d,, = b,, alle n > ny, und wir erhalten

a—c<a,<a+t+e= =b—ec<b, <b+e.

lim ¢, = lim a, = a = min{a, b}
n—oo n—oo

und
lim d, = hm b, = b =max{a,b}.

n—oo

e Fall 3: Sei a > b. Speziell zu ¢ = % > 0 gilt fiir alle n > ng dann

b
b—5<bn<b+s:%:a—€<an<a+a
Damit folgt ¢, = b,, und d,, = a,, alle n > ng, und wir erhalten

lim ¢, = lim b, = b = min{a, b}

und

lim d,, = lim a, = a = max{a, b}.
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. Fiir jedes n € N besteht das Folgenglied a,, aus genau sieben Summanden, und
wir erhalten
n+1)2+n+22?+...+(n+6)*+ (n+7)*
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7 Summanden
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Dagegen besteht fiir jedes n € N das Folgenglied

(n+1)24+(n+2)2+...+(2n—1)*+ (2n)?

b, =
n3

aus genau n Summanden; die Anzahl der Summanden wird also fiir wachsendes n
beliebig grofS. Wir schreiben daher zunéchst den Zéhler des Folgenglieds b,, unter
Verwendung der Formel
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ohne Summenzeichen und erhalten damit
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a) Da die Folge (a,)nen nach Voraussetzung gegen a € R konvergiert, ist die
Folge (a,, — a)nen eine Nullfolge und damit insbesondere beschriankt; es gibt
also ein M > 0 mit |a,, — a| < M fiir alle n € N.

Wir weisen nun anhand der Definition nach, daf auch die Folge (b,,)nen der
arithmetischen Mittelwerte

1 n
bn:—g ag fir alle neN
n
k=1

gegen a € R konvergiert; sei dazu ¢ > 0.

e Wegen lim a,, = a gibt es zu § > 0 ein n; € N mit
n—oo

£
la, —a| < 5 fiir alle n > ng;



e dann gibt es wegen lim Mm

n—o0

= 0 ein ny € N mit

M
M < % fir alle n > no.
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Sei nun ny = max{ny, ny}; fiir alle n > ny gilt dann
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Damit ist die Folge (b, ),en konvergent mit lim b, = a.
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b) Die alternierende Folge (ay,)neny mit a, = (—1)" fir alle n € N besitzt die
beiden Haufungspunkte —1 und 1, ist also insbesondere nicht konvergent.
Fiir alle n € N gilt aber

& 0, falls n gerade,
Zak: (a1 +as)+(azg+aqg)+...+a, =
— \—:6—/ T —1, falls n ungerade,
und damit
1 < 1 | 1
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woraus sich mit dem Schrankenlemma lim b, = 0 ergibt.
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