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1. Gegeben ist die Folge (ay,),>2 mit

a":HkQ—I fir alle n> 2.
k=2
a) Wir zeigen
2
apn = n fiir alle n> 2

n+1
mit Hilfe vollstéandiger Induktion:

o Fiir ,n = 2 gilt
a_ﬁ K2 4 2.2
LR —1 22-1 3 241
o Fiir ,n — n+ 1% gilt
’ﬁ k2 ﬁ 2 (n + 1)2 (n+1)2
an — _ = . :an.—
- -1 R -1 (nr 121 (n+1)2—1
= - ‘ ,
fiir k=n—+1

2n (n+ 1) _2n (n+1?* 2(n+1)
n+1 (n2+2n+1)—1 n+1 nn+2) n+2

b) Wegen
2n 2 2

n-+1 1+% n—oo 1+ 0

Ay =

besitzt die Folge (a,),>2 den Grenzwert a = 2.
c) Fir alle n € N mit n > 2 gilt
2
no 2’ _
n—+1

|an —al =

2n—2(n+1)|
n+1 N

-2 | 2 - 2
n+1| n+1 " n’
zu einem beliebigen € > 0 konnen wir daher ng € N mit
2 2
ng>2 und — <c¢ also ng > max-< 2, — >,
No €

wahlen, und fiir alle n € N mit n > ny ergibt sich

2 2
la, —a| < = < — <e.
n Un)



a) Wir betrachten die Folge reeller Zahlen

. 2 sin(n
(@n)nen mit ap = n2—+<1)

Es ist —1 <sin(n) <1 fiir alle n € N, und damit erhalten wir

fiir alle n € N.

—2<2sin(n) <2

’2 ; \
a = lim a, = lim S;;(n):&
—00

Wir weisen nun anhand der Definition nach, dafi die Folge (a,)nen den

Grenzwert a = 0 besitzt. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng € N mit nlo < g, und
fiir alle n > ngy gilt

2 sin(n) 2 sin(n) 2| sin(n)|
|an_a": 2 - - 2 = 2 S
n°+1 n“ 41 n®+1 |sin(n)| <1
< 2 - 2 < 2 < 2 <
—<—-<-—x<cs
—n?f4+1 n?2 T n T ng
Mit ng = 2000 gilt dann
2 2
n—al < —=——==10""
lan = al < 2= 5000
b) Fiir alle n € N gilt
by = Vn24+n—vn2—n
(V24 n—vn2—n)- (Vn2+n+vn?—n)
B V2 +n+vn?—n
(n*+n)—(n*—n) 2n
V2 +n+vn?—n \/n2(1+l)+\/n2(1—1)

2 2
\/1+1+\/1_1 nvoo /T+0+1T—0
c) Wir betrachten die Folge
(Cn)nen mit Cn, = V3" + 5n fir alle n € N.

Unter Verwendung der Monotonie der n—ten Wurzel gilt

=345 > 045" =5 =5=aq,
=345 < U545 =1/2.5"={2.-5=b,

fiir alle n € N; und wegen

lima,= lim5=5  und lim b, = lim V2 -5 =5.
~—~

n—oo n—oo n—oo n—oo
=1
erhalten wir nach dem Schrankenlemma

lim ¢, = lim /3" + 5" = 5.

n—00 n—oo



e Fiir alle n € N gilt

n2+1 _\/ n?+1
Vi+D2n+1)  \(

n+l)-2n+1)

:Wlf;f)l%)ﬁ):\/ e

(I+3)-@+3)
wegen
.1 .1
lim — =0 und lim — =0
n—oo N n—oo 1
ergibt sich zunéchst
- 1+ B 1+0 1
N HCE

1+0)-(2+0) 2
und damit wegen der Stetigkeit der Quadratwurzel (an der Stelle %)
dann

lim ntl = lim 1+# —\/I_i
e e+ e (1) (245) V2 V2

e Fiir alle z > 0 gilt

Y
wegen

2n*+1)-(n+1)" 2’41  (n+1)"
(3n + 1) nntl (Bn+1)-(n-nm) Bn+1)-n nno
n*(2+ %) n+1\" 24 1\"
—= I . —= 1 . 1 + ,
n(3+1)n n 3+1 n
so dafl der erste Faktor wegen
1 1
lim — =0 und lim — =0
n—oo M

n—oo M
als Quotient konvergenter Folgen selbst konvergiert mit

245 240 2
lim = = —;




4.

a)

b)

der zweite Faktor ist eine bekanntlich monoton wachsende und nach oben
beschriankte Folge mit dem Grenzwert e, so daf} die gegebene Folge als Pro-
dukt konvergenter Folgen selbst konvergiert, und es gilt

2+ 4 \" 2
lim a, = lim ”12- 14— = —e.
n—o0 n—o00 3—|—— n 3
—_—— N———

Wir zeigen Sie a,, > 2 fiir alle n € N mit Hilfe vollstdndiger Induktion:

Wi

e Fiir ;n = 1% ist a; = 3 und damit a; > 2.
e Fiir ,n — n+ 1“ ist a,, > 2, insbesondere also a,, > 0, und es folgt

aZ +4 5 (a2 +4)—2-(2a,)

n —2: = =
(nt1 2a, 2an,
2 _4a,+4 n—2)?
_ n O+ :(a ) >0, also  apiq > 2.
2a, 2a,

Fiir alle n € N gilt wegen a,, > 2 zum einen afl > 4, also a% —4 >0, und
zum anderen 2a, > 4 > 0, woraus sich
az+4  an-(2a,) — (a2 +4) al—4

= >0

Ap — Apy1 = Ap —

und damit a, > a,41 ergibt; folglich ist die Folge (a,,)neny monoton fallend.

Die Folge (ay)nen ist gemédfl a) etwa durch 2 nach unten beschrinkt und

gemif b) monoton fallend, insgesamt also konvergent. Fiir ihren Grenzwert

a = lim a, gilt damit a > 2, und wir erhalten mit der Rekursionsvorschrift
n—oo

: . ai+4 a*+4
a = lim a,;; = lim = ,
Nn—00 n—oo  2ay, 2a

woraus sich
2a* = a* + 4, also a® =4,

und damit wegen a > 2 schon a = 2 ergibt.

5. Fiir die fest gewihlte positive reelle Zahl r» > 0 wird die durch

a)

a; =r sowie api1 = /ra2+a, firalle neN

rekursiv definierte Folge (a,,)nen betrachtet.

Wir zeigen 0 < a,, < r + 1 fiir alle n € N mit vollsténdiger Induktion:

o Fiir ,n =1%gilt a; =r > 0 und damit 0 < a; < r+ 1.
e Fiir ,n — n+ 1 folgt aus 0 < a,, < r + 1 zunéchst

O<a<(r+1)2=r*+2r+1,



wegen r > (0 mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation dann
O<7’-ai<r- (7"2—1—27“—1-1) =r*+27r% 41,
wegen 0 < a,, < r + 1 mit dem Monotoniegesetz der Addition ferner

O<rar+a, < (r’+2r+r)+(r+1)=
_ .3 2 3 2 _ 3
=r —i—&?;_/—i—&—l—l < rH3rr+3r+1=(r+1)°,

da r>0
<3r2 <3r

woraus sich wegen der strengen Monotonie der Kubikwurzel schlie8lich

0< ans = /ra +an < Y+ 1P =r+1

ergibt.
b) Wir zeigen a,, < a,4; fiir alle n € N mit vollstédndiger Induktion:

o Fiir ,n = 1% gilt a; = r > 0, mit dem Monotoniegesetz der Addition
ra%—i—al:al-af%—al:ai’—i-al >a:{’

und mit der strengen Monotonie der Kubikwurzel also

3 3
as = y/ra+a; > y/a} = a.

e Fiir ,n — n + 1“ folgt aus a, < a,1 wegen a, > 0 zunéchst
0 <ap <an,
wegen r > (0 mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation dann
0<7’-ai<7’-ai+1,
wegen 0 < a,, < a,+1 mit dem Monotoniegesetz der Addition ferner
0< rai +a, < rcziJrl + Gy,

woraus sich wegen der strengen Monotonie der Kubikwurzel schlieflich

_ 3 3 2 _
Ung1 = /T 02 + Ay < /705 1 + Qpy1 = Gpyo

Damit ist die Folge (a,)nen streng monoton wachsend.

ergibt.

c) Die Folge (ap)nen ist geméf a) durch 7+ 1 nach oben beschriankt und gemaf
b) monoton wachsend, nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen mithin

konvergent; fiir ihren Grenzwert a = lim a,, gilt a = lim a,; und damit
n—oo n—oo

3 . 3 . 2 2
a’ = lim a = lim (ra: +a,) =7ra"+a
n— 00 n+1 n%oo( n n) ’



woraus sich
0=a®— (ra2—|—a) =a- (a2—ra—1)

und damit

(=) + S (=2 —=4-1-(—1 2
a0 oder a= -7 \/(27“)1 (=) _r+ 27“+4

Wegen a,, > r fiir alle n € N ist auch a > r > 0, und es folgt

r+vr2+4
@ = ———.
2

6. Gegeben sind die konvergenten Folgen (z,,),eny und (y,,)neny mit den Grenzwerten

r = lim z, und y = lim y,;
n—oo n—oo

damit konvergiert auch jede Teilfolge (2, )ren von (z,)nen gegen x und jede
Teilfolge (Y, )ren von (Yn)nen gegen y. Es ist x # y vorausgesetzt.

a)

Die durch
{xn, falls n gerade,
a, =

Yn, falls n ungerade,

fir alle n € N definierte Folge (a,)nen besitzt wegen

lim aop = lim x9p, = x
k—o00 n=2k gerade k—o0
und
lim agk—1 = lim 2k—1 —
k—o0 n=2k—1 ungerade k—o0 Y y

die beiden Hiaufungspunkte x und y mit x # y; damit ist die Folge (a,)nen
divergent.

Fiir die durch
. {a:n + Yny1, falls n gerade,

Tni1 + Yn, falls n ungerade,

fiir alle n € N definierte Folge (b, )en ergibt sich

lim by = lim ($2k + y2k+1) =x+y
k—o0 n=2k gerade k—o0
und
lim b2k—1 = lim (J?Qk + ygk_1) =ty
k—o00 n=2k—1 ungerade k—o00

da durch die Betrachtung der beiden Teilfolgen (bag)keny und (bog—1)ken alle
Folgenglieder von (b, )nen erfalt sind, ist x +y auch Grenzwert der Gesamt-
folge (bn)nen, und diese ist damit konvergent.



c) Wir betrachten die durch

Tn4+1 — YUn+1
vn+1

rekursiv definierte Folge (¢,)nen fiir die beiden konstanten Folgen (z,)nen
mit z,, = 1 fiir alle n € N und damit auch z = 1 sowie (y,)neny mit y, = 0
fiir alle n € N und damit auch y = 0; damit ist

c1 =21 — 1 und Cntl = Cp + fir alle neN

cp =1 und fir alle n €N,

1
Cpt+1 = Cp + —F——
i vn+1

also

n

1
— fiuralle néeN.

1 1 1
=1+—=+—+...+—==
V2 V3 Vo =V

Cn

= 1
Folglich ist die Folge (¢,)nen die Reihe g N und diese ist divergent.
n
n=1

7. a) Wir rechnen die Beziehung

1 111 L]
nn+1(n+2) 2\n n+l n+l n+2

J/

-~

(*)
fiir alle n € N direkt nach; dabei gilt

1 [/1 1 1 1
() = 2 _(ﬁ_n+1)_(n+1_n+2)}
1 _(n+1)—n_(n+2)—(n+1)]
2 | n(n+1) (n+1)(n+2)
1] 1 1 (n+2)-n
T2 _n(n—l—l)_(n—l—l)(n—l—Q)} 2 a(n+1)(n+2)
B 1 2 B 1
2 an+D(n+2) nnh+1)(n+2)
b) Zu betrachten ist die Reihe
= . 1 )
;an mit a":n(n+1)(n+2) fir alle n € N;

fiir die n—te Partialsumme s, fiir n > 2 gilt geméf a) dabei

- 1/1 1 1 1

Il
DN | —
=
Il 3
—
| — |
VR
| =
|
5~
+ | =
—
~——"
|
—/ =
™
—_
[S—
|
oy
+ | =
)
~_
| I

Il
| —
| — |
(=
IIM:
o
Rl
|
Eal
4+ | =
—_
N——
|
ES
Il 3
—
—— Tt
ol
+ | =
—_
|
Pl
+ | =
[\
N——
| S




mit

fiir k=2 fiir k=n
1 1 1
- = +..+ = )+
2 n n+1
<~ ~~ ——
fiir k=1 fiir k=n—1 fir k=n—+1
1
- 1-
n+1
und
Co) = 2 551 " hre) T hl Znae
k=1 k=1 k=1
= L + L +...+ L
N 2 3 n+1
~~ ~~ —_——
fiir k=1 fiir k=2 fiir k=n
(o v o) ozl
3 n+1 n+2
fir k=1 fiir k=n—1 fiir k=n—+1
1 1
2 n+2
zusammen also
1 1 1 1
Sy = — — —|=—
2 n+1 2 n+2
(1) (x2)
Wegen
1 1 1 1 1 1 1
Spn=—=|11— — | = - — - |l == =~
2 n+1 2 n+2 n—oo 2 2 4
—— ——
—0 —0

ist die gegebene Reihe konvergent, und es gilt

Z‘” 1 Z“ 1
p— n p— 1. n = —
n(n+1)(n+2) < I = BT ]

n=1

8. a) Wir betrachten die Reihe




Die gegebene Reihe besitzt also die Gestalt der geometrischen Reihe C~Z q"
n=0
Sund g = —%; wegen |q| < 1 ist sie konvergent und

mit den Konstanten ¢ = 3

besitzt den Grenzwert c - 1 , wir erhalten demnach

—q

= 5
(_2)” T anrtl

=0 3t

n

o0

—1)
Wir untersuchen nun die gegebene Reihe 5 %7 also
n-Inn

n=2

o0

1
Z(—l)” ca, mit a, = fir alle n € N mit n > 2,
n-lnn

n=2
auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

e Die Folgen (n),>2 und (Inn),>2 sind monoton wachsend, und wegen
n > 0und Inn > 0 fir alle n > 2 ist auch die Folge (n-Inn),>s positiver
reeller Zahlen monoton wachsend, so da8 (a,),>2 eine monoton fallende
Folge positiver reeller Zahlen ist. Wegen

. ) 1
lim a, = llm —— =0
n—00 n—oo N - Inn
~—

— 00 — 00

ist (an)n>2 zudem eine Nullfolge; damit konvergiert die alternierende

Reihe Z(—l)”an nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium.
n=2

e Die gegebene (alternierende) Reihe ist genau dann absolut konvergent,
wenn die Reihe

OICTED DI DI

n=2 n=

konvergiert; dabei ist (a,,),>2 eine monoton fallende Folge nichtnegativer
reeller Zahlen. Die dazu verdichtete Reihe

[o.9] oo

0 N 00 om 1 1 1 =1
mz::lQ GQT"ZZQm.IDQm:ZIHQm:mz::lm.ln2:1n2 mz::lE

m=1 m=1




o0

1 oo
ist wie die harmonische Reihe Z — divergent, so dafl die Reihe Z (i,
m

m=1 n=2
nach dem Cauchyschen Verdichtungskriterium ebenfalls divergiert.

Zusammenfassend ist die gegebene Reihe

) 1)
ZT(Lln)n

n=2

(nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium) konvergent, aber (nach dem
Cauchyschen Verdichtungskriterium) nicht absolut konvergent.

a) Fir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel

A Gl N G i) I

n 14+,/1-1

n

12 — _12 1 1
(T B

14+4/1-1 14+4/1-1 14,/1-1

sowie wegen der Monotonie der Quadratwurzel

1
1+4/1-=<1+V/1-0=1+V1=2,
n

insgesamt also

- [ 1
Damit besitzt die Reihe E (1 —4/1— —) die (wie harmonische Reihe
n
n=2

oo o0

1 1
E —) divergente Minorante E — und ist damit nach dem Minoranten-
n
n=2 =
kriterium selbst divergent.

b) Fiir alle n € N mit n > 2 ergibt sich mit Hilfe der 3. binomischen Formel




- [ 1
Damit besitzt die Reihe Z (1 —1/1— —2> die konvergente Majorante
n

n=2
00

E — und ist damit nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.
n
n=2

10. Fir die erste Reihe

! s !
1, also Z a, mit a, = n fir alle neN
gilt
Apy1 (n+1)! n*|  nl-(n+1) n® "
n, (n+1Drtt pll (n+1)m-(n+1) n!  (n+1)
B n" B n" B 1 R 1 1
B TR () i (e A
damit ist die Reihe Zan nach dem Quotientenkriterium konvergent, und die
n=1

Folge (an)nen ist insbesondere eine Nullfolge. Fiir die zweite Reihe

o n o n
E n—, also E b, mit b, = v fir alle neN
— nl+n" — n!+nn
gilt
n" n'" 1 1 1
by = = = — s _ 140,
nl+nt pre (B 41) 241 a,+ 1 onoe 041 7

damit ist die Folge (b, )nen der Reihenglieder keine Nullfolge, und die Reihe Z by,
n=1
insbesondere divergent.
11. a) e Fiir p < 2 gilt

np ’ n? n? n?

1
= — firalle né&N.

= < <
nt+1 nt+1 p<2 n*+1 7" nt  n?

o0

— 1
Damit besitzt die Reihe die konvergente Majorante —
und ist folglich nach dem Majorantenkriterium selbst konvergent.

e Fiir p > 3 gilt

P

nP n3 n3 n3

1
> > = = —  fiir all e N.
n*4+1 53 n*+1 " nt+n* 2n* 2n arate n

1 1
Mit der harmonischen Reihe Z — ist auch die Reihe Z — divergent;

und ist folglich nach dem Mmorantenkrlterlum selbst dlvergent



o0

b) Die Reihe Z (1 —Inxz)" besitzt die Gestalt der geometrischen Reihe Z q"
n=0 n=0
mit ¢ = 1 — Inz. Diese konvergiert genau dann, wenn |¢q| < 1 gilt, wegen
1-Inz|<1l <= —-1<l-lhr<] <
— 2<-lr<0 <= 0<hz<2 & l<z<e’

also genau fiir x € |1, €[, und in diesem Fall gilt fiir die Summe

o0

1 1
Zl—lnx Zq T 1-¢ 1-(I—-lnz) Inz

n=0

c) Fir alle z € R gilt

(cos )" \cosac \cosx! |cosx| | <1
=1/ 2 T = leosal <L

damit ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium fiir |cosz| < 1, also fiir
r € R\ {k- 7|k €Z} (absolut) konvergent. Ferner gilt:

o Fir x = (2€+ ) T mit E e Z gilt cosz = —1, und damit ist die

Reihe Z (cos )" Z als alternierende harmonische Reihe
n=1 n=1

konvergent.

o Fir v = 2¢ -7 mit { € Z gilt cosz = 1, und damit ist die Reihe
oo n [o.¢] 1
Z M = Z — als harmonische Reihe divergent.
n=1 n n=1 n

Insgesamt ist die Reihe genau fiir alle x € R\ {2/ -7 | £ € Z} konvergent.

12. Fiir eine Polynomfunktion p : R — R, p(z) = az? + bx + ¢, sind die Funktionen

p(z), fiir x < 2,

= firo<z<l1
f($) p(l‘), ur U= .r ’ —2x 4+ 4, firx > 2;

2 fir x > 1

x?

V—x, firz <0,
und g >:{

zu betrachten.

a) Zunichst ist f auf |—oo; 0] als Wurzelfunktion, auf |0; 1] als Polynomfunktion
sowie auf |1; +00] als gebrochenrationale Funktion stetig; ferner ist f wegen

lim f(z) = lim p(x) = p(0)= f(0)

z—0+ z—0-+ p stetig

genau dann in 0 stetig, wenn auch
f(0) = lim f(z)= lim v—z =+v0=0,
r—0— z—0—

also ¢ = 0 gilt, sowie wegen

lim f(x)= limg:%:2:f(1)

z—14+ z—14+



genau dann in 1 stetig, wenn auch

f(1) = lim f(z)= lim (a2’ +bz+c)=a+b+c,

r—1— r—1—

also a+ b+ c = 2 gilt. Folglich ist f genau dann eine stetige Funktion, wenn
a+b=2und c =0 gilt.

Des weiteren ist g zunéchst auf |—oo;2[ also Polynomfunktion sowie auf
|2; +00] als lineare Funktion stetig; ferner ist g wegen

lim g(z) = lim p(z) = p(2)=yg(2)

T—2— T—2— p sgtig
genau dann in 2 stetig, wenn auch

9(2) = lim g(z) = lim (-2z+4) =0,

also 4a 4+ 2b+ ¢ = 0 gilt; in diesem Fall ist dann g eine stetige Funktion.

Insgesamt ist also sowohl f als auch g eine stetige Funktion, wenn

a+b=2 und c=10 und da+2b+c=0,

also genau fiir die Wahl a = —2, b = 4 und ¢ = 0, und man erhélt
plz) =222 +4x=-2(x—1)"+2.

Fiir den Graphen der in a) ermittelten Funktion f ergibt sich die Skizze:

b Y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 T

Der Graph G,, der quadratischen Funktion
p:R=R, pla)=-22"+40=-2(x—-1)*+2,

beschreibt eine nach unten gedffnete Parabel mit dem Scheitel (1;2); dieser
stimmt mit dem Graphen G, auf |—oo; 2] iberein. Damit ist g auf dem (ma-
ximalen) Intervall I = |—o0; 1] streng monoton, insbesondere also umkehr-
bar, und die Umkehrfunktion (g|;)™" : D — R besitzt den Definitionsbereich



D =W,, =]-00;2]. Fiir y € |—00;2] und z € |—o0; 1] gilt

gx) =y = 2z —12+2=y < 2—y=2a—1)> <

Y )2 lo Y _ o _
— 1 2_(x 1)<3?2>j:22:c1<:>
e r=14,/2-2 = z=1-,/2-2,
2 <l 2

(gl) 7" i Jo0s2) = R, (gl) " (y) =1- 2_%

damit ist

13. Wir betrachten die Funktion
[RY R, f(z)=¢€"+Inz,
und stiitzen uns auf die Eigenschaften von exp : R — R und In : Rt — R.

a) Seien 1, 9 € RT mit x1 < z9; es gilt:
e da exp streng monoton wachsend ist, folgt daraus e*' < e*?;
e da In streng monoton wachsend ist, folgt daraus Inx; < Inxy;

mit dem Monotoniegesetz der Addition ergibt sich somit
flz) =€ +Inzy <e™ +1nx; < e +1Inzy = f(xg).

Folglich ist f streng monoton wachsend, insbesondere also umkehrbar; da
die Funktion f zudem auf dem Intervall Rt = 0, 4o00[ definiert ist, ist die
Umkehrfunktion f~1: Wy — R stetig.

b) Fiir den Wertebereich Wy von f zeigen wir W; = R; sei dazu y € R. Wegen
lim f(z)= lim < e’ +lnx ) = —00

x—0+ x—0+ ~~~
—el=1 ——o0

gibt es ein a € |0, 1[ mit f(a) <y, und wegen

T—>—+00 T—r+00

lim f(z)= lim < e —|—ln:z:>:—|—oo

—+o00  —+00

gibt es ein b € |1, 4o00[ mit f(b) > y; zudem ist f als Summe der beiden
stetigen Funktionen exp |g+ und In selbst stetig. Damit existiert nach dem
Zwischenwertsatz ein & € [a,b] C RT mit f(§) = y; folglich ist y € W;.

c) Unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse ergibt sich die folgende Skizze:



14. Gegeben ist die Funktion
fRT =R, f(r)=2"-2.

a) GeméfB der Definition der allgemeinen Potenz

a®* =exp(b-lna)  firalle ¢ € RT und beR

gilt
f(x)=2"—2=exp(z-Inx)—2 fiir alle = € RT;

da sowohl der Minuend (als Verkettung der Exponentialfunktion mit dem
Produkt einer linearen Funktion und des natiirlichen Logarithmus) als auch
der Subtrahend (als konstante Funktion) stetig ist, ist die Funktion f als
Differenz stetiger Funktionen selbst stetig.

b) Wir betrachten die Einschrénkung f|;; 2 der geméf a) stetigen Funktion f
auf das abgeschlossene Intervall [1, 2]; dabei gilt

fy=1"-2=1-2=-1<0

und
f2)=22-2=4-2=2>0.

Damit existiert nach dem Nullstellensatz ein & € ]1,2[ C RT mit f(§) = 0.



c)

15. a)

Es ist

und
1y _ (1\2 _ 2/1 _ 1
f@=0G)2-2={;-2=45-2
also f(1) = f(3); folglich ist f nicht injektiv, mithin nicht umkehrbar.
Wir betrachten die (als Differenz zweier stetiger Funktionen) selbst stetige

Hilfsfunktion
h:R—=R, hx)=f(z)—uz.

Da f zudem monoton fallend ist, gilt fiir z < 0 zum einen

h(z) = f(z) —xz > f(0)—x — +o0,

T—r—00
so dafl es ein a < 0 mit h(a) > 0 gibt, sowie fiir > 0 zum anderen

M) = @)~ 2 < fO)—2 —> o0,
so dafl es ein b > 0 mit h(b) < 0 gibt; damit liefert der Nullstellensatz fiir
die stetige Funktion h auf dem abgeschlossenen Intervall [a;b] eine Stelle
€ € a; b mit h(§) =0, also mit f(§) = ¢&.

Die Stelle £ € R von b) ist eindeutig; ansonsten gibe es ein ( € R mit
f(¢) = ¢ und ¢ # &, wobei wegen der Monotonie von f fir ¢ < ¢ in

C= f(0) = f(€) = & sowie fir ¢ > € in ¢ = f(¢) < f(€) = € jeweils ein
Widerspruch entstiinde.

16. Gegeben ist die Funktion

arctan x

f:R%R> f<x>:THa

diese ist (als Quotient) des Arcustangens und einer Polynomfunktion stetig.

a)

Es ist
arctanl 5 7w
1) = — 4 _
e 1241 2 8
sowie
arctan(—x)  —arctanaz arctan x
f(=z) = (—2)2+1  22+1 T 241 =—f(2)

fiir alle x € R.
Zum Nachweis von [—%, %} CWyseiye [—g, g]; geméf a) gilt
fN=—f0)=-%  wd )=,

also f(—1) <y < f(1), und der Zwischenwertsatz liefert fiir die Einschran-
kung f|(—1,1) der stetigen Funktion f auf das abgeschlossene Intervall [—1,1]
ein £ € [-1,1] C R mit f(&§) =y, also y € Wy.



Fiir alle z € R gilt

7r m m
3 < arctanz < 5 also |arctan x| < 5;

fiir alle z € R mit |z| > 2, also 2% > 4, gilt damit

arctan x
2+ 1

_ |arctan z| 3 T

|f(@)] = 2+1 4+1 10

Wir betrachten die Einschrankung f* = f|_a,9 der stetigen Funktion f auf
das abgeschlossene Intervall [—2, 2], und nach dem Satz von Weierstra8 gibt
es p, q € [—2,2] mit Wy = [f(p), f(q)]; wir haben W; = Wy« zu zeigen.
Es gilt stets Wy O Wy«, und fiir ,C* sei y € Wy mit y = f(z) fiir ein z € R:
e Fiir |z| <2, also z € [-2,2], gilt y = f(x) = f*(z) € W
e Fiir [z > 2 gilt [f(z)] < {5 gemisB c), insbesondere also |f(x)| < § und
damit f(—1) < f(z) < f(1), insbesondere also f(p) < f(z) < f(q), und
damit y = f(x) € Wy,
Insgesamt ergibt sich damit Wy = [f(p), f(q)].



