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1. a) e — Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heifit nach oben beschrinkt, wenn
es ein K € R gibt, so daf} a,, < K fiir alle n € N gilt.

— Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heift monoton wachsend, wenn
an < apyq fiir alle n € N gilt.

e Die reelle Zahl a € R heiit Grenzwert von (a,)nen, Wenn es zu jedem
e > 0 ein ny € N gibt, so daf fiir alle n > ny dann |a, — a| < ¢ gilt.

e Fiir eine monoton wachsende Folge (a,)nen reeller Zahlen gilt:

— Ist (an)nen beschrinkt, so konvergiert (a,)nen gegen das Supremum
der Folgenglieder sup {a, | n € N}.

— Ist (a,)nen unbeschriankt, so divergiert (a,),en bestimmt gegen +oo.
b) Es ist die fiir einen beliebigen Startwert a; € ]0, 1] durch

az +2

3 firalle neN

Ap4+1 =

rekursiv definierte Folge (a,,)nen gegeben.

e Wir zeigen 0 < a,, < 1 fiir alle n € N durch vollstédndige Induktion:
— Fiir ,n = 1% ist ay € ]0, 1], insbesondere also 0 < a; < 1.

— Fiir yn > n+1%ist 0 < a, < 1 und damit auch 0 < a? < 1, mit
den Monotoniegesetzen von Addition und Multiplikation also

0+2<ai+2<1+2
3 3 37

woraus sich % < ap4+1 < 1, insbesondere also 0 < a,,41 < 1, ergibt.
e Fiir allen € N gilt 0 < a,, < 1 geméf} a) und damit

az +2 (a2 +2) —3a,
pt1 — A = ——— —Qp = =
+1 3 3
1 1
= —(al—3a,+2)= < -(an—1)-(a, —2) >0,
3 3 e ——
\>6'/ <0 <0

also a, < a,41; damit ist die Folge (a,)nen streng monoton wachsend.



e Die Folge (ay)nen ist monoton wachsend und nach oben beschriankt,

also konvergent; es sei a = lim a,,. Wegen 0 < a,, < 1 fiir alle n € N ist
n—oo

0 < a <1, und unter Verwendung der Rekursionsvorschrift erhélt man

, . ai4+2  a?+2
a= lim a,y; = lim = ’
n—o0o n—o0o 3 3

woraus sich zunéchst
3a=a*+2, also a®>—3a+2=0,
wegen
a>—3a+2=(a—1)(a—2) damit a€{l,2}
und wegen a < 1 schliefSlich a = 1 ergibt.

Es ist die alternierende Reihe

o0

1
-1)"a,, mit a, = fir alle neN
;< ) n++/n
zu betrachten; wegen
1
ay = — 0

—|— \/_ n—00

—>+oo —H—oo

ist (ay)nen zunichst eine Nullfolge. Fiir alle n € N gilt ferner 0 <n <n+1,
wegen der Monotonie der Quadratwurzel also 0 < v/n < v/n+ 1, mit dem
Monotoniegesetz der Addition dann

O<n+vn<(n+1)+vn+1

und somit )

1
ap = > = An+1;
n+yvn - (n+1)+vnti

damit ist die Folge (a,)nen auch monoton fallend. Folglich ist die gegebene

alternierende Reihe Z(—l)” a, nach dem Leibnizkriterium konvergent.

n=1
Es ist die Reihe
o0 -
by omit b, = (1) firalle neN
zu betrachten; fiir alle n € N gilt dabei
L
ntl 4+ n ntl 4 n2 = pntl o oprolop2 o op?

Damit besitzt die Reihe Zb die konvergente Majorante Z — und ist

damit nach dem MaJorantenkrlterlum selbst absolut konvergent



c) In Abhingigkeit von z € R{ ist die Reihe
- 3—2yax)"
Z Cn mit Cp = ﬂ fir alle neN
n

zu betrachten; wegen

_ifB2AT VB-2val" _
%
|3—2m RN I

\/ﬁ n%oo 1
~~~

—1

/Ten] = (3 —2va)"

o0
ist die Reihe Z ¢, nach dem Wurzelkriterium

n=1

e fiir alle x € R} mit |3 — 2,/z| < 1 absolut konvergent, wegen

3-2Vz| <1 = -1<3-2z<1 <
= A4 <2/ <2 = 2>Vr>1 = 4>x>1

also fiir alle z € |1, 4], sowie
e fiir alle z € R{ mit |3 — 2,/z| > 1 divergiert, wegen

3-2vz|>1 < (3-2V2< -1 oder 3—-2yz>1) <
— (2<+Vz oder 1>+/z) < (4<z oder 1> z)

also fiir alle z € [0, 1] U |4, +o0].

In den beiden verbleibenden Féllen x € {1,4} ist iiber das Wurzelkriterium
keine Aussage moglich:

o fiir z =1 ist
o=y UL R S
n=1 n=1
die harmonische Reihe und damit divergent, und
o fiir x =4 ist

die alternierende harmonische Reihe und damit konvergent.

o0
Insgesamt ist die Reihe Z ¢, genau dann konvergent, wenn z € |1,4] ist.

n=1



a)

e Die Funktion f : D — R mit ) # D C R heifit stetig im Punkt
a € D, wenn fir alle Folgen (z,)neny in D mit lim x,, = a stets

1Lm f(zn) = f(a) gilt. n—+00

e Der Nullstellensatz besagt, dafi es fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R
mit f(a)- f(b) < 0 (mindestens) ein £ € |a, b[ mit f(§) = 0 gibt.

Die Losungen der gegebenen Gleichung
() zt—e” =0
stimmen mit den Nullstellen der Funktion
o:R—=R, ¢x)=2a"—¢"

iiberein; dabei ist ¢ als Differenz einer Polynomfunktion und der Exponen-
tialfunktion stetig, und wegen £ < 1 < e und e? < 3% < 16 gilt

p(-1) = (-1)*=et = 1-1 > 0,
p0) = 0'—¢® = 0-1 < 0
(1) = 14 — et = 1l—e < 0,
0(2) = 21 — ¢? = 16—¢2 > 0.

Wir betrachten die beiden Einschrénkungen ¢|_qg und ¢|p,9 der stetigen
Funktion ¢ auf die abgeschlossenen Intervalle [—1,0] und [1, 2] mit

p(=1)-0(0) <0 und  @(1)-¢(2) <0,

und nach dem Nullstellensatz existiert ein & € |—1,0[ mit ¢(&;) = 0 und
ein & € ]1,2[ mit (&) = 0. Damit ist {; < 0 eine negative Losung und
& > 0 eine positive Losung der Gleichung (x).
Fiir a < b werden die stetigen Funktionen f : [a,0] - R und ¢ : [a,b] = R
mit

fla)=0  sowie  f(x)>0 firalle z € ]a,b]
und

g(b)=0  sowie  g(z)>0 firalle x€ [a,b

betrachtet; damit ist die Hilfsfunktion

h: [avb] — R, h(x) :f(x)—g(.f),

als Differenz zweier stetiger Funktionen selbst stetig, und es gilt

hla) = fla) ~gla) = — g(a) <0

=0 >0

h(b) = f(b) = g(b) = f(b) >0,

< 0, und nach dem Nullstellensatz existiert (mindestens) ein

also h(a) - h(b)
t h(€) = 0, also f(£) — g(€) = 0 baw. f(§) = g(E).

€ € |a,b[ mi



4. Wir betrachten die Funktion
f:R—=>R, f(z)=In(e"+1).

und stiitzen uns auf die Eigenschaften von exp : R — R und In : R* — R; damit
ist f als Komposition von In (als &uflerer Funktion) und der Summe von exp und
einer konstanten Funktion (als innerer Funktion) insbesondere stetig.

a) Fir alle z1, 9 € R mit 1 < x5 gilt
e zunéchst, da exp streng monoton wachsend ist, e** < e*2,

e dann mit dem Monotoniegesetz der Addition e*' + 1 < e + 1, und
e schliefllich, da In streng monoton wachsend ist, In(e” +1) < In(e* +1),

also f(x1) < f(z2); damit ist f streng monoton wachsend, insbesondere also
umkehrbar. Es gilt zum einen

:v1—1>I—noof<x) - xl—l>Izloo In < ve +1) In s?etig n1=0
—0
——
-1
und wegen
fz)—x=In(e*+1)—z=In(e"+1) —Ine* =1n =In(1+e")
efE
fiir alle x € R zum anderen
zETm(f(x) —z)=1In (1+ e : ) ot Inl=0;
—
——
—1

insbesondere gilt also

i fo) = tim (@) = o)+ o ) = 4o,

—0 —+oo

b) Wegen
f(x):ln( e’ —|—1> >Inl=0

>0
>1
fur alle € R gilt zundchst W C 0, +o0]; fiir ,O¢ sei y € ]0, +o00].
e Wegen xgrjloof(x) = 0 gibt es ein a < 0 mit f(a) <y,
e und wegen Il_l}r_{loof(l’) = 400 gibt es ein b > 0 mit f(b) > y;

damit existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] C R mit f(§) = vy,
und folglich ist y € W5.



Die Umkehrfunktion f~': Dy-1 — R von f besitzt den Definitionsbereich
Dy =W; =10, +o0[. Fiir alle y € ]0, +00[ und = € R gilt dabei

flz)=y <= In(e"+1)=y <= " +1=¢' <
— "=¢"—-1 <= z=1In(e —1);
——

>e0—1=0
damit ergibt sich
' (y) =In(e¥ —1) fir alle  y €10, +o0[.

Unter Verwendung der Ergebnisse von a) ergibt sich die folgende Skizze:
Y

4+




