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Klausur zur Vorlesung

”
Differential– und Integralrechnung I“

1. a) • Für eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen definiere man
”
(an)n∈N ist nach

oben beschränkt“ und
”
(an)n∈N ist monoton wachsend“. (1)

• Für eine Folge (an)n∈N reeller Zahlen definiere man den Begriff
”
Grenz-

wert von (an)n∈N“. (1)

• Für eine monoton wachsende Folge (an)n∈N formuliere man den
”
Haupt-

satz über monotone Folgen“. (1)

b) Man betrachte die für einen beliebigen Startwert a1 ∈ ]0, 1[ durch

an+1 =
a2n + 2

3
für alle n ∈ N

rekursiv definierte Folge (an)n∈N.

• Man zeige, daß 0 < an < 1 für alle n ∈ N gilt. (1)

• Man zeige, daß (an)n∈N streng monoton wachsend ist. (1)

• Man zeige, daß (an)n∈N konvergiert, und bestimme den Grenzwert. (1)

2. a) Man untersuche die Reihe

∞∑
n=1

(−1)n
1

n+
√
n

auf Konvergenz. (2)

b) Man zeige, daß die Reihe

∞∑
n=1

(−1)n
nn−1

nn+1 + n2

absolut konvergiert. (2)

c) Man bestimme alle x ∈ R+
0 , für die die Reihe

∞∑
n=1

(3− 2
√
x)

n

n

konvergiert. (2)



3. a) • Sei f : D → R eine Funktion mit ∅ 6= D ⊆ R sowie a ∈ D; man
definiere den Begriff

”
f ist stetig im Punkt a“ unter Verwendung reeller

Zahlenfolgen. (1)

• Man formuliere den Nullstellensatz. (1)

b) Man zeige, daß die Gleichung

x4 − ex = 0

in R (mindestens) eine negative Lösung und (mindestens) eine positive
Lösung besitzt. (2)

c) Für a < b seien f : [a, b]→ R und g : [a, b]→ R stetige Funktionen mit

f(a) = 0 sowie f(x) > 0 für alle x ∈ ]a, b]

und
g(b) = 0 sowie g(x) > 0 für alle x ∈ [a, b[ .

Man zeige, daß es (mindestens) ein ξ ∈ ]a, b[ mit f(ξ) = g(ξ) gibt. (2)

4. Man betrachte die Funktion

f : R→ R, f(x) = ln (ex + 1) .

a) Man zeige anhand der Definition, daß f streng monoton wachsend ist, und
bestätige die Grenzwerte

lim
x→−∞

f(x) = 0 und lim
x→+∞

(f(x)− x) = 0. (2)

b) Man zeige unter Verwendung des Zwischenwertsatzes, daß f den Werte-
bereich Wf = ]0,+∞[ besitzt. (2)

c) Man berechne die Abbildungsvorschrift der Umkehrfunktion f−1 von f und
skizziere die Graphen Gf und Gf−1 . (2)


