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45. a) Die Funktion f ist als Summe, Produkt und Komposition stetiger Funktio-
nen selbst stetig; genauer gilt:

e Zunichst sind die Polynomfunktionen
flzR%Ra fl(ﬂj):l',

und
f21R—>R7 f2($)2x3+$+1,

und
fs:R=R,  f3(z) =241,

sowie die Betragsfunktion
fi:R=R,  filz) =]zl
und die Wurzelfunktion
fs Ry =R, fi(x) =z,

stetig.
e Damit sind die Kompositionen

fo=fiofs : R=R,  fo(x) = falfa(2)) = |2° + 2+ 1],

und

fr=fofs i R=R, fi(z) = f5(fs(x) = Vat + 1,
stetig.
e Damit ist nun das Produkt

fe=fi-fe . R—=R, fg(x):fl(x)~f6(x):x~]a:3—|—x—|—1|,

stetig.
e Damit ist schlieBSlich die Summe

f=fstfriRoR, f(z)=fs(a)+ fr(z) =2 |2 o+ 1+ V2l + 1

stetig.



46.

F(=2) = (=2) - |(=2% + (=2) + 1|+ V/(=2)  + 1 = =18 + V1T < 0

FED) = (EDIED + (D) F1+ /(D 1= =14+ V2> 0

besitzt die geméfl a) stetige Funktion f : R — R nach dem Nullstellensatz
(mindestens) eine Nullstelle im Intervall |—2, —1[ der Intervalléinge 1.

Wegen

muf (wiederum nach dem Nullstellensatz) im Intervall | -2, —1[ der Lénge
% eine Nullstelle von f liegen.

Wir betrachten die Funktion
hila, bl =R, h(z) = f(x) = g(z);
damit ist h = f — g als Differenz stetiger Funktionen stetig, und wegen
h(a) = f(a) —g(a) <0 und h(b) = f(b) — g(b) >0

existiert nach dem Nullstellensatz ein £ € ]a, b[ mit h(§) = 0; damit gilt aber
n=f(§) =g(&), und S = (§,7n) ein Schnittpunkt der Graphen Gy und Gy

Die Funktionen
f:[-1,1], f@)=2x+1, und g:[-1,1], g(z)=2?
sind als Polynomfunktionen insbesondere stetig, und es gilt
f(-=1)=—-1<1=g(—1) sowie f(1)=3>1=g(1).
Fir £ € -1, 1] gilt:
f@)=9() += 26+1=¢ = 2=¢-20+1

S - =2 e o= V2 e (=102

Wegen nn = f(£) =26 +1 =3 —22 st (1 — V2, 3—2\/5) der einzige
Schnittpunkt der beiden Graphen Gy und Gj.

Aus der Stetigkeit der linearen Funktion
fl:R%Ra fl('r>:x7
und der Polynomfunktion

fQI]R—)R, fz([E)ZZLA"‘l,



sowie der Wurzelfunktion

fB:Ra_%Ra f3(3§'>:\/5,
ergibt sich die Stetigkeit der Komposition

fai=fsofo i R= R, fi(r) = f3(fa(z)) = Vot +1,

sowie der Differenzfunktion
f=h-fi:R=R, f(z) = filz) = falz) =2 — Vo' + 1
des weiteren ist die quadratische Funktion
g:R—=R, g(x)=2"-2,
stetig.
e Wegen

f(-)=-1-vV2<—-1=g(-1) und f(0)=—-1>—-2=g(0)

besitzen Gy und G, gemif a) in |—1,0[ (mindestens) einen Schnitt-
punkt.

e Wegen
f)=1-v2>-1=g(1) und f(2)=2-V17<2=yg(2)
besitzen Gy und G, analog zu a) in |1, 2] (mindestens) einen Schnitt-
punkt.
Damit besitzen die beiden Graphen G; und G, mindestens zwei Schnitt-
punkte.

47. Die Losungen der zu betrachtenden Gleichung

1 2 3
r—a x—b x—c

=0

entsprechen genau den Nullstellen der Funktion

1 2 3
R b R = :
RV {a b} SR, f() = b

diese ist zunéchst als gebrochenrationale Funktion stetig. Wegen

1 2 3
flz) = + + —  +00
r—a T—b x—c z—at
—— M ——

—400 2 3
a—b a—c

gibt es ein « € Ja, b] mit f(«) > 0, und wegen

1 2 3
f(x) = + — -0
r—a x—b x—cC a—b-
—— e N~
L1 50,3

b—a b—c

gibt es ein B € |, b] mit f(3) < 0; damit existiert aber nach dem Nullstellensatz

ein £ € Ja, B[ C Ja,b] mit f(§) = 0. Die entsprechende Argumentation liefert
dann auch ein ¢ € |b,c[ mit f(¢) = 0.



48.

a) Wir betrachten eine stetige Funktion f : [—1,1] — R mit
f(x) >0  firalle zel[-1,1].

Die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig, und das Definitionsgebiet
Dy = [—1,1] ist ein abgeschlossenes Intervall. Damit besitzt f nach dem
Satz von Weierstral ein globales Minimum p € [—1,1] und ein globales
Maximum ¢ € [—1,1], und es gilt f(p) < f(z) < f(q) fir alle x € [—1,1].
Es ist p € [—1,1] und damit nach Voraussetzung f(p) > 0; wir wéhlen
e = f(p) > 0 und erhalten damit

f(z) > f(p)=¢  firalle zel-1,1].

b) Wir geben jeweils ein geeignetes Gegenbeispiel an.

e Die Funktion

|z|, fir x # 0,

f L1 =R, f(z)= {1

, fiir x = 0,
ist wegen

lim f(z) = lim |z| :g|0|:07é1:f(0)

x—0 x#0 x—0 |- steti

an der Stelle a = 0 unstetig, und es gilt

flx) = {|x| >0, firaz#0,

1>0, firx=0,
insgesamt also f(z) > 0 fiir alle z € [—1, 1]. Fiir jedes € > 0 ist aber
2 = min {g, 1} €10,1], insbesondere also x € [—1,1],
mit

e Die Funktion
fOLISR, f@)=o+1,

ist (als lineare Funktion) stetig, und es gilt

fxy=z+1 > (-1)+1=0 fir alle x € ]—1,1].

r>—1
Fiir jedes € > 0 ist aber
2 = min {g — 1,0} €]-1,0], insbesondere also x € |—1,1],
mit

f(x):$+1§(g—1>+1:§<6.



