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41. Fiir alle A, p € R gilt:

e Die Einschriankung f|j_o;—1; von f auf das Intervall | —oo; —1] ist als lineare
Funktion insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |—o0; —1]
stetig ist: bei  — a ist ndmlich schlieflich auch = € |—o0; —1] und damit

flx) =X+ p — Aa+p= f(a).

e Die Einschrénkung f|_1,;) von f auf das Intervall [—1; 1] ist als quadratische
Funktion insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |—1; 1] stetig
ist: bei # — a ist ndmlich schliellich auch x € ]—1; 1] und damit

f@)=2>+Apr+1 — a*>+Apa+1= fla)

e Die Einschriankung f|j1,00; von f auf das Intervall |1; oo ist als lineare Funk-
tion insbesondere stetig, weswegen f in allen Punkten a € |1; oo[ stetig ist:
bei # — a ist ndmlich schlieBlich auch z € |1; 00 und damit

flx)=pz+ A — pa+ A= f(a).

Wegen
. o . 2 o . _ .
xl}{ri+f(:r) = lim (2 +Apr+1)=2—Ap= f(-1)
und
Jim flo) = lim Az 4 p) = —A 4
damit ist f im Punkt a = —1 genau dann stetig, wenn
2= Ap=—-XA+pu
gilt. Wegen
2 S = By ek A =ud
und

lim f(z) = lim (2 +Apz+1) =2+ Ap=f(1)

z—1— r—1—

damit ist f im Punkt a = 1 genau dann stetig, wenn

L+A=2+Ap



gilt. Die Funktion f ist also genau dann stetig, wenn
2= Ap=-XA+p und LHA=2+Apu
gilt. Aus beiden Gleichungen zusammen folgt
249N N—pu=Ap=p+A—-2,

also = 2 und X\ = 0; umgekehrt erfiillt das Paar (A, 1) = (0,2) beide Gleichun-
gen.

Die also genau im Falle (A, 1) = (0, 2) stetige Funktion lautet

2, fiir x < —1,
fPR=R, f(r)=<22+1, fir —1<zx<1,

2, fiir 1 < .

1y

42. Sei a € R; wir treffen die folgende Fallunterscheidung;:

e Fall 1: a € Q; esist also f(a) = 1. Fiir die Folge (x,,)nen mit x,, = a—l—% fiir
alle n € N gilt lim x,, = a. Fiir alle n € N ist aber z,, € R\ Q und damit

n—oo
f(z,) =0, woraus sich lim f(z,) =0 # f(a) ergibt.
n—oo
e Fall 2: a € R\ Q; es ist also f(a) = 0. Gemafl Tutoriumsaufgabe 8 gibt es

eine Folge (x,)nen rationaler Zahlen mit lim z, = a. Wegen f(z,) = 1 fur
n—oo

alle n € N ergibt sich also lim f(z,) =1 # f(a).
n—oo

Folglich ist f in a unstetig.



43. Nach Voraussetzung ist f : R — R eine beschréinkte Funktion; es gibt also ein
M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle x € R. Fiir alle Folgen (z,,)pey mit lim z, =0
n—oo

ergibt sich

44.

(9@l = 2 f(@n)| = 2] - [ £ (2a)] < l2a] - M — 0;

nach dem Schrankenlemma folgt also

Tim g(z,) = 0=10-f(0) = 9(0).

Damit ist aber die Stetigkeit der Funktion g im Punkt a = 0 gezeigt.

a)

b)

Die Aussage ist wahr. Da f : D — R injektiv ist, gilt fiir alle 21, 2o € D mit
x1 # xo dann f(x1) # f(x2). Wegen Dy C D gilt auch fir alle 21, zo € Dy
mit x1 # xy dann fo(x1) # fo(x2), also ist auch fy : Dy — R injektiv.

Die Aussage ist falsch; wir widerlegen dies mit einem Gegenbeispiel. Sei
dazu fy : Ry — R, fo(z) = 2% Seien w1, o € Ry mit fo(zy) = folxa);
damit ist 22 = 22 und folglich gilt wegen x1, zo € Ry schon z; = x5, also
ist fo : Rf — R injektiv. Hingegen ist f : R — R, f(z) = 2% wegen
f(=1)=1= f(1) und 1 = —1 # 1 = x5 nicht injektiv.

Die Aussage ist falsch; wir widerlegen dies mit einem Gegenbeispiel. Sei dazu
f:R—=R, f(z) == Sei y € R; damit ist x = y, woraus sich f(z) =z =1y
ergibt, also ist f : R — R surjektiv. Hingegen ist fo : R™ — R, f(x) =
wegen —1 ¢ fo(R™T) nicht surjektiv.

Die Aussage ist wahr. Da fy : Dy — R surjektiv ist, gibt es fiir jedes y € R
(mindestens) ein x € Dy mit fy(z) = y. Wegen Dy C D gibt es auch fiir
jedes y € R (mindestens) ein x € D mit f(z) =y, also ist auch f: D — R
surjektiv.

Die Aussage ist wahr. Da f : D — R im Punkt a € Dg stetig ist, gilt fiir
alle Folgen (x,)nen in D mit lim T, = a schon lim flx,) = f( ). Wegen
a € Dy C D gilt fiir alle Folgen (Tp)nen In DO mlt hm Z, = a schon
nlggo fo(zn) = fo(a), also ist auch fo: Dy — R im Punkt a E Dy stetig.

Die Aussage ist falsch; wir widerlegen dies mit einem Gegenbeispiel. Sei dazu
fo: Ry = R, fo(z) = x+ 1; esist fy als lineare Funktion stetig auf R{ und
damit insbesondere auch im Punkt a = 0. Hingegen ist ihre Fortsetzung

xr+1, firx >0,

x, fir x < 0,

f:R—=R, f(x):{

in @ = 0 nicht stetig, denn fiir alle Folgen (z,)peny in R™ mit lim z, = 0
n—oo
gilt lim f(x,) = lim z, = 0, also ist liI(I)l f(z) =0 # 1 = f(0). Es
n—00 n—00 r—0—
wiirde hierfiir auch die Betrachtung einer geeigneten Folge geniigen: so gilt

etwa fir (x,)pey mit x, = —% zum einen lim z,, = 0 und zum anderen

lim f(x,) lim z, =0# 1= f(0). .

n—o00 Tp<0 n—oo



