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29. a) e Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe Z (a, + by,) sei konver-
n=0

gent; da aber die Reihe Z b, nach Voraussetzung konvergent ist, ist da-

n=0
mit auch die Reihe Z((an +b,)—by,), also die Reihe Z a, konvergent,
n=0 n=0
im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist die Reihe Z (an + by)
n=0

divergent.

Entsprechend schlieft man auf die Divergenz der Reihe Z (an — by).

n=0
e Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe Z (X - a,) sei konvergent;
n=0
1 L o e (]
wegen A # 0 ist — € R, und damit ist auch die Reihe Z —(A-an) |,
A =\ A
also die Reihe Zan konvergent, im Widerspruch zur Voraussetzung.
n=0
Damit ist die Reihe Z (A - ay) divergent.
n=0

=1 =1
b) e Die Reihe Z — ist konvergent und die Reihe Z — divergent; nach a)
n n

n=1 n=1

/1 1
di iert damit die Reih ——— .
ivergiert damit die Rei e;(n2 n)
e Fiir alle n € N gilt
(n*+1)* n*4+2n°+1 1 2 1
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da nun die Reihen E —5 E — und E — konvergieren und geméf
n n n
n=1 n=1 n=1



Vorlesung die Summen
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besitzen, ist auch die Reihe Z (n i ) konvergent, und fiir ihre
n
n=1
Summe gilt
L n?4+1)? K1 =1 1 =2 7t af
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e Fiir alle n € N gilt

(n*+1? n'+2n°+1 1 2 1

n® nod n 3 s
da die Reih il di iert und die Reih f:l dil
a die Reihe — divergiert und die Reihen — un —
1 ° n=1 n’ =
> 2 1 2
konvergieren, ist nach a) auch die Reihe Z w divergent.
n
n=1
30. Wir betrachten zuerst die Reihe
i a mit a, = L fir alle n € N;
e n/n
fiir alle n € N gilt a,, > 0 mit
ot = z \/ﬁ = n \/7_1 ]-) also an+1 S Qn,

an  (n+1)vn+1 n+1 n+1

> °°m1_°°1_°"1_°"Lm
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hat die Gestalt der geometrischen Reihe Z q" mit ¢ = \%; wegen |¢| < 1 kon-

vergiert die verdichtete Reihe und damit nach dem Cauchyschen Verdichtungs-

1
kriteri h die Reih .
riterium auch die Reihe ; o

Wir betrachten nun die Reihe

1
. it = fiir alle n € N;
Z a mi a n % ur alle n



fiir alle n € N gilt a,, > 0 mit

a, n(n+1) B (n+ 1) "*xl/n——i—l n(n+1) B (TL+ 1)n(n+1)(n+\1/n—_’_1)n(n+l)
= o C/ﬁ - nn(n+1) (%)n(n-‘y—l)

(n+ 1)) (n 4 )" (n+ 1)+ (n + 1>”<”+2> 1

Ap+1

nn(n+l) pn+l nnnt+2) .

n n
n(n+2)
_ (HE) lz<1+w).1:n_+321
n n (%) n n n
und damit auch a
= Z ]-7 also Ap41 S Qs
Ap+1

so dafl die Folge (a,)nen monoton fallend ist, wobei fiir (x) die Bernoullische
Ungleichung eingeht. Fiir die (dazu) verdichtete Reihe
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gilt wegen

1 1
Un o — 1 insbesondere - — - =1,

n—00 Zm,/Qm m—oo 1

so daf3 die verdichtete Reihe damit nach dem Cauchyschen Verdichtungskriterium
auch die Reihe Z

\/_

31. Wir betrachten zuerst die Reihe

D D S v
1

mit a,, = fiir alle n € N.

n++n+/n

e Fiir alle n € N gilt

0<a, =

= W+f o

damit ist (a,)neny gemédfl dem Schrankenlemma eine Nullfolge.

— 0;

e Fiir alle n € N gilt n < n 4+ 1, wegen der Monotonie der Quadratwurzel

vn < v/n+ 1, zusammen also n +/n < (n+ 1) + v/n + 1, erneut wegen
der Monotonie der Quadratwurzel also \/n + /n < \/ n+1++vn+1, und

demnach insgesamt

1 1
>
Vn+yvn+yn T Vn+l4vVnFl+vntl

damit ist (a,)neny monoton fallend.

= Qp+1;

Ay =




32.

Insgesamt ist (ay,,)nen €ine monoton fallende Nullfolge, und daher konvergiert die
o

alternierende Reihe Z(—l)”an nach dem Leibnizkriterium. Wir betrachten nun

n=1
die Reihe .
S L e
1
mit a, = fiir alle n € N. Wegen

Vit i = /n
1 _ Vit Vit /i _
VitV (o i— i) - (Vi i+ i)

:mh/ﬁ:\/ﬁﬂ/_ \/F
n++n—n

n+

+—+1 — VI+0+1=2

n—o0

ist (an)nen und damit auch ((—1)"a,)nen keine Nullfolge, und daher divergiert

die Reihe Z(—l)"an.

n=1

Fiir die gegebene Folge (a,),en positiver reeller Zahlen werden die beiden Reihen

Z an, und Z b, mit b, = 7 j_n fir alle neN
Qn,

betrachtet; es bezeichne s, = Z ap bzw. Z b, die n—te Partialsumme.

Fiir alle n € N gilt dabei Wegen

O<a,<1l+a, dann 0<b, = <1
1+ a,
mit
b, = &n < (1+a,)b, =a, < b, +ayb, =a, <
1+a,
bn,
<:>bn:an—anbn<:>bn:an(1—bn)<:>an:1 -

Da die Reihe Z b, nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (b, ),en ihrer

n=1
Glieder eine Nullfolge; damit ergibt sich aber auch

lim a, = li neo = = 0.
oo T %1 -6, 1—Lmb, 1-0

n—o0




Somit ist auch die Folge (1 4 a,)neny konvergent, insbesondere nach oben be-
schrinkt, es gibt also eine Schranke K; € Rt mit

0<l+a, <K fiir alle n €N,

und wegen
a
n=014+a,) —— <K -—"—=K,-b,
¢ Qfﬁwan— "Y"1ta, !
<K, ~——
>0
ergibt sich
Sp= ) ap < (Kl'bk):Kl'Zbk:Kl'tn-
k=1 k=1 k=1

Da die Reihe an nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (,)nen nach

n=1

oben beschrinkt, es gibt also ein Ky € R mit ¢, < K, fiir alle n € N; damit gilt

SnSKl'tn S Kl'K2
~—

fiir alle n € N, so daf§ die Folge (s,)nen ebenfalls nach oben beschriankt ist und

folglich die Reihe Z a, nichtnegativer Glieder nach Satz 3.6 1) schon konvergiert.

n=1



