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21. Für die Folge (an)n∈N mit an = n · (1 + (−1)n) für alle n ∈ N ergibt sich

an =

{
(2 k − 1) ·

(
1 + (−1)2k−1

)
= 0, falls n = 2 k − 1 ungerade,

2 k ·
(
1 + (−1)2k

)
= 4 k, falls n = 2 k gerade.

Damit gilt lim
k→∞

a2k−1 = 0 und lim
k→∞

a2k = +∞, so daß die Folge (an)n∈N den

Häufungspunkt b = 0 besitzt.

Für die Folge (bn)n∈N mit bn =
(
1 + 1

n
· sin

(
nπ
2

))n
für alle n ∈ N ergibt sich

sin
(nπ

2

)
=



sin
(
4 k π
2

)
= sin (2 k π) = 0, falls n = 4 k,

sin
(

(4 k−1)π
2

)
= sin

(
2 k π − π

2

)
= −1, falls n = 4 k − 1,

sin
(

(4 k−2)π
2

)
= sin (2 k π − π) = 0, falls n = 4 k − 2,

sin
(

(4 k−3)π
2

)
= sin

(
2 k π − 3π

2

)
= 1, falls n = 4 k − 3,

und damit

bn =

(
1 +

1

n
· sin

(nπ
2

))n
=


1, falls n = 4 k,(
1− 1

n

)n
, falls n = 4 k − 1,

1, falls n = 4 k − 2,(
1 + 1

n

)n
, falls n = 4 k − 3.

Die Folge (bn)n∈N besitzt wegen

lim
k→∞

b4k = lim
k→∞

b4k−2 = 1 sowie lim
k→∞

b4k−1 =
1

e
und lim

k→∞
b4k−3 = e

die drei Häufungspunkte c1 = 1 sowie c2 = 1
e

und c3 = e.

Da durch die Betrachtung der Teilfolgen (a2k−1)k∈N und (a2k)k∈N von (an)n∈N bzw.
(b4k)k∈N, (b4k−1)k∈N, (b4k−2)k∈N und (b4k−3)k∈N von (bn)n∈N alle Folgenglieder von
(an)n∈N bzw. (bn)n∈N erfaßt werden, gibt somit genau die oben bestimmten (und
keine weiteren) Häufungspunkte.



22. Sei c Grenzwert einer konvergenten Teilfolge der gegebenen Folge (an)n∈N reeller
Zahlen; sei etwa (ank

)k∈N diese Teilfolge mit

lim
k→∞

ank
= c.

Folglich gilt
lim
k→∞

a2nk
= c2;

dabei ist
(
a2nk

)
k∈N eine Teilfolge der sogar als konvergent vorausgesetzten Folge

(a2n)n∈N reeller Zahlen. Damit erhalten wir

c2 = lim
k→∞

a2nk
= lim

n→∞
a2n = a2,

woraus sich aber sofort c = a oder c = −a ergibt.

23. Wir betrachten die Folge (an)n∈N mit

an =
n∑
k=1

1

k
für alle n ∈ N.

Wir zeigen zunächst a2`+1 − a2` ≥ 1
2

für alle ` ∈ N: es gilt zum einen

a2`+1 =
2`+1∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

2`
+

1

2` + 1
+ . . .+

1

2`+1

und anderen

a2` =
2`∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

2`
,

insgesamt also

a2`+1 − a2` =
1

2` + 1︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2`+1

+ . . .+
1

2`+1︸︷︷︸
≥ 1

2`+1︸ ︷︷ ︸
insgesamt 2` Summanden

≥ 2` · 1

2`+1
=

1

2
.

Wir folgern nun, daß (an)n∈N keine Cauchyfolge ist. Eine Folge (an)n∈N ist dabei
eine Cauchyfolge, wenn die Aussage

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N ∀ m, n ≥ n0 : |an − am| < ε

gilt; die Negation der Aussage lautet damit

∃ ε > 0 ∀ n0 ∈ N ∃ m, n ≥ n0 : |an − am| ≥ ε.

Sei nun ε = 1
2
; für alle n0 ∈ N gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein

` ∈ N mit 2` > n0, und mit m = 2` ≥ n0 und n = 2`+1 ≥ n0 gilt dann
|an − am| = |a2`+1 − a2` | = a2`+1 − a2` ≥

s.o.

1
2

= ε.



24. Gegeben ist die für einen beliebigen Startwert a1 ∈ R \ {0, 1} durch

an+1 = 1− 1

an
für alle n ∈ N

rekursiv definierte Folge (an)n∈N. Für die ersten Folgenglieder gilt

a2 = 1− 1

a1
=

a1 − 1

a1
∈ R \ {0, 1} ,

a3 = 1− 1

a2
= 1− a1

a1 − 1
=

(a1 − 1)− a1
a1 − 1

=
−1

a1 − 1
∈ R \ {0, 1} ,

a4 = 1− 1

a3
= 1− a1 − 1

−1
= 1 + (a1 − 1) = a1 ∈ R \ {0, 1} ,

und damit a5 = a2 und a6 = a3, allgemein

a3k+1 = a1 und a3k+2 = a2 und a3k+3 = a3 für alle k ∈ N0.

Damit sind die drei Teilfolgen (a3k+1)k∈N0 , (a3k+2)k∈N0 und (a3k+3)k∈N0 konstant,
und die Folge (an)n∈N besitzt deren Grenzwerte a1, a2 und a3 als Häufungspunkte;
da durch diese drei Teilfolgen alle Folgenglieder von (an)n∈N erfaßt sind, kann es
keine weiteren Häufungspunkte geben.

Es bleibt noch zu zeigen, daß a1, a2 und a3 paarweise verschiedene reelle Zahlen
sind. Die Annahme an+1 = an für ein n ∈ N führt wegen

1− 1

an
= an bzw. an − 1 = a2n bzw. a2n − an + 1 = 0

auf eine quadratische Gleichung, die aber wegen a2n − an + 1 = (an − 1
2
)2 + 3

4
> 0

keine reelle Lösung besitzt, also auf einen Widerspruch. Damit gilt an+1 6= an
für alle n ∈ N, insbesondere also a2 6= a1 (für n = 1), a3 6= a2 (für n = 2) und
a1 = a4 6= a3 (für n = 3).


