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17. Seien die reellen Zahlen «, 8 € R fest gewéhlt. Fiir einen beliebigen Startwert
ao € R betrachten wir die durch

(py1 = - a, + mit n €N
rekursiv definierte Folge (ay,)nen-

a) Wir zeigen fiir die Folge (a,,)nen die explizite Darstellung ihrer Folgenglieder
n—1
an:a”-ao—kﬁ-Zak fir alle neN
k=0

mit vollstdndiger Induktion:
e .n=1“ Esist

1-1

0 1 k

ay=ap1=a-a+pf=a-aq+p - =a -a+p- E .
k=0

e . n—n+ 1% Esist

Apt1 = Oé'CLn—f—B



b) Wir bestimmen nun die Werte von «,  und ay, fiir welche die Folge (ay,)nen
konvergiert, und treffen dazu folgenden Fallunterscheidung fiir o € R.

e Fall 1: Fiir a =1 ist
n—1
anzln-a0+5-z 1k:a0+n-ﬁ
k=0

fiir alle n € N. Damit ist (a,),eny genau dann konvergent, wenn 5 = 0
ist, und wir erhalten die konstante Folge (a,)neny mit a, = ao fiir alle

n € N; fir diese gilt lim a, = ag.
n—oo

e Fall 2: Fiir a # 1 ergibt sich mit der geometrischen Summenformel

n—1
1—a"
an:an.a0+ﬁ.2ak:an.ao+6.1_a:
k=0
o B s 0 on B B
- a0+1—oz 1—« @ -« o 1—a +1—Oz'

Ist zum einen der Startwert ag = %, so erhalten wir die konstante Folge
(an)neny mit a, = % fiir alle n € N; fiir diese gilt lim a, = b .
n—00 1 — o«
Ist zum anderen der Startwert ag # %, so konvergiert (a,)nen genau
dann, wenn (a"),en konvergiert; dies ist aber genau fiir |« < 1 der Fall,

und es gilt dann lim a, = .
n—00 1 —«

18. a) Wir zeigen zunéchst 1 < a, < 3 fiir alle n € Ny mit Hilfe vollstéindiger

Induktion:
sn = 0%
Es ist ag € [1,3] und damit 1 < ag < 3.
S —n+ 1
2 2 ]- 12 9
1<a, <3 = 1" <a; <3 :>Z§Z%§Z:>
B 7 UL . <3
S22« 2, P22 o
47474 4744 “

1
=—- (a2 —4da,+3) = ~-(a,—1)(a,—3) <0,
4 Vieta —_—— ——

>0 <0

also a,41 < a,; damit ist die Folge (an)neNO monoton fallend.



b) Gemiaf a) ist die gegebene Folge (an),cy, fiir jeden Startwert ao € [1, 3]
monoton fallend und (durch 1) nach unten beschriankt, mithin konvergent.
Fiir ihren Grenzwert

a = lim a,
n—0o0

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

li lim (1243 L2y 3
a = 111m ay, = [1m —Q — = —Qa -,
n—oo +1 nooo \4 " 4 4 4

woraus sich
0=da’>—4a+3 = (a—1)(a—23)

Vieta
und damit a = 1 oder a = 3 ergibt; dies motiviert die folgende Fallunter-
scheidung hinsichtlich des Startwertes ag € [1, 3]:
e Fiir qp € [1,3] gilt im Hinblick auf das in a) ermittelte Monotoniever-
halten der Folge a < ap < 3 und damit a = 1.
° Fﬁra0:3ista1:i~32+%:%+%:3undanalogan:3fiiralle
n € Np; damit ist (a,)nen, eine konstante Folge mit a = 3.

19. Fiir alle n € N gilt

2n?2+1)(n+1)"  (2n*+1)-(n+1)" 2n*+1  (n+1)"

_ _ < _
(

n (3n 4 1) nntt - (Bn+1) - (n-n") _(3n+1)-n' n"
n?(2+:5) (n+1\" 2+ % 1\"
— T . — 1 . 1 —|— — ,
n (3 + E) “n n 3+ n
so daf} der erste Faktor wegen
1 1
lim — =0 und lim — =0
n—oo M n—oo 1

als Quotient konvergenter Folgen selbst konvergiert mit

po 2t 240 2
n—oo 34+ 1340 3

der zweite Faktor ist eine bekanntlich monoton wachsende und nach oben be-
schrinkte Folge mit dem Grenzwert e, so dal die gegebene Folge als Produkt
konvergenter Folgen selbst konvergiert, und es gilt

24 L 1\" 2
lim a,, = lim "12- 14— =—e.
n—00 n—00 3—|—— n 3
—_— N——

20. a) Man betrachte die Folgen (a,)neny und (by,)nen mit

1 n 1 n+1
an:(1+—> und bn:(l—i——) )
n n




Wir erhalten mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung (*) zum einen

s B (1+ n_—H)n—i-l B (Z__ﬁ)n—‘rl B (n+2)n+1 .

an (1+l)” - (n_H)” _<n+1)n+1_(n+1)n_

n n

:n+2.((n—l—2)-n)n:n_+2'<1_ 1 >”>
n+1 (n+1)2 n+1 (n+1)2) &
>Ei2.0,_ n ):"+2.(@+1V—n):
“n+1 (n+1)2 n+1 (n+1)2
_ (n4+2)-(n+n+1) nP+3n*+3n+2 -
(n+1)3 n?+3n2+3n+1 "

sowie zum anderen

bn B (1+l)n+1 B (i)n+l (n+1)n+1(n+1)n+2 _

bn+1 - (1+%H)n+2 - (% n+2 - nn+1 . (n+2)n+2
1 1)2 1 1 i
_ntl (n+ :n—l— (1 — 2 >
n+2 \n-(n+2) n+ 2 n-(n+2) )
n+1 n+1 n+1l (n-(n+2)+n+1
Z—- ]_—'— = . et
n+2 n-(n+2) n+ 2 n-(n+2)
~n+1 (n*+3n+1 _n3+4n2—{—4n+1>1
 n+2 n?+2n o nd44dn2+4n  ~

b) Wir zeigen, daB ([an, by)),cn
e Fiir alle n € N gilt 1 + % > 1 und damit

1 n 1 n+1
n n

e Nach a) gilt wegen CLZ—:l > 1 und a, > 0 schon a,,1 > a, fir allen € N,
und damit ist die Folge (a,),eny monoton wachsend.

e Nach a) gilt wegen bSL > 1 und b,,; > 0 schon b, > b, fir alle
n € N, und damit ist die Folge (b, ),eny monoton fallend.

e Fiir alle n € N gilt a,, < b, < b; und damit

1 n+1 1 n
0<by—an — (1+_) _(1+_>
n n

1
= Qp-—<b-— — b -0=0;
n

eine Intervallschachtelung ist.

folglich ist (b, — ay,)neny nach dem Schrankenlemma eine Nullfolge.

Es sei bemerkt, daB fiir die durch diese Intervallschachtelung ([a,, b,])

neN
definierte eulersche Zahl e € () [an, b,] gemaB
neN
7776 6\° o 6\° 46656
3125 5 P = 5 15625

insbesondere 2 < e < 3 gilt.



