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5. Wir weisen anhand der Definition nach, daf die gegebene Folge (ay,)nen mit
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den Grenzwert a = 0 besitzt; sei dazu € > 0 beliebig gew&hlt. Fiir alle n € N gilt
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Wir wihlen eine natiirliche Zahl ng mit ny > (%)2, so daf} wir fiir alle n > nyg

wegen n > (3)2 damit
4
la, —a| < —= < ¢
n
erhalten.
6. a) Fir alle n € Nist die Aussage
A(n) : LFirallez e Rmitz > —1gilt (14+2)">1+n-z.%

mit Hilfe vollstdndiger Induktion zu zeigen:

o Fiir ;n =1 ist
l+z)=1+r=1+1 2z

e Fiir ,n — n + 1“ folgt aus der Induktionsvoraussetzung
1+z)">14n-z
wegen 1 4+ x > 0 nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation

I4+z)"-1+z)>1+n-2) - (1+2z)



und damit in

14+2)""t' >1+n-o+z+n-2>=
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die Induktionsbehauptung.
b) Es ist zu zeigen, daf die gegebene Folge (¢, )nen mit
1 n
cn:(l——2> fir alle neN

n
konvergiert. Fiir alle n € N gilt
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woraus sich zum einen mit der Bernoullischen Ungleichung
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und zum anderen

also

1
an < c, <b, mit a,=1—— und b, =1,
n
ergibt. Wegen

lim a, = lim (1—l):1—021 und lim b, = lim 1 =1
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ist nach dem Schrankenlemma auch die Folge (¢, ),en konvergent und besitzt
(wie die beiden Folgen (a,)neny und (b, )nen) ebenfalls den Grenzwert 1.

7. Fiir alle n € N ergibt sich unter Verwendung der Gaufiformel fiir die Summe der
ersten n natiirlichen Zahlen
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Mit Hilfe der geometrische Summenformel erhélt man ferner fiir alle n € N
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Fir alle n € N ist
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und r+——<r+—;
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damit gibt es, da QQ dicht in R liegt, rationale Zahlen a,, und b,, € Q mit
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r——<a, <r-— und r 4+ <b,<r-+-—.
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damit ist die Folge (a;,)nen streng monoton wachsend. Wegen

1 1
lim (r——):r und lim (7‘— ):7‘

ist nach dem Schrankenlemma auch die Folge (a,)nen konvergent, und es

gilt lim a, =r.
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Fiir alle n € N ist

1 1
<b,<r—+-— und r—+ <bp1 <r+-—
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und damit

b, > 1+ > bpaa;
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damit ist die Folge (b, )nen streng monoton fallend. Wegen
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ist nach dem Schrankenlemma auch die Folge (b,),en konvergent, und es
gilt lim b, =r.
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