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Ubungen zur Vorlesung
»Differential- und Integralrechnung I*
— Lo6sungsvorschlag —

Fiir jedes x € R handelt es sich bei der Reihe

(o]
Z an, mit a, =€ = (e")" fir alle n € Ny
n=0
o
um die geometrische Reihe Z ¢" mit g = e*; diese konvergiert genau dann,
n=0

wenn |g| < 1 ist, wegen
e’ <1 <= <1 <= 2<Inl=0

also genau fiir alle 2 € |—o0, 0].
Fiir jedes x € R handelt es sich bei der Reihe

Z by, mit b, =€"z" = (ex)" firalle neN,
n=0

o0
um die geometrische Reihe Z q" mit ¢ = e x; diese konvergiert genau dann,

n=0
wenn |q| < 1 ist, wegen

lez| <1 <= e -|z]<1 <= [z| <! = —-l<z<i

also genau fiir alle z € | -1, 1].

Fiir jedes x € R gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein ng € N mit
e’ < ng; fiir alle n € N mit n > ng gilt demnach

1 1
e +n<nyg+n<2n, also > —
e +mn— 2n
Damit besitzt die Reihe E die (als harmonische Reihe) divergente
e’ +n
n=ng

=1
Minorante Z o™ und ist folglich nach dem Minorantenkriterium selbst
n

n=ng
[e's)

divergent; somit divergiert aber auch die gegebene Reihe Z

n=0

1

et +mn’




50.

ol.

1
e Wegen lim — = 0 ergibt sich aus
n—oo N

. sinz . . 1 . sin-=
lim =1 insbesondere Iim [ nsin— | = lim T n=1
z—=0 I n—00 n n—oo

?

so daf die Folge (n sin %)neN konvergent, mithin auch beschrankt ist; es gibt
also ein M > 0, so daf} fiir alle n € N zunéchst ‘nsin%‘ < M und dann

1 .1 1 1 1 1 M
—sin —| = -msin—| = nsin —| < —
n n n2 n n2 n n?
——
<M

1 M
gilt. Damit besitzt die Reihe Z — sm — die konvergente Majorante Z —

n=1
und ist folglich nach dem Majorantenkrlterlum selbst konvergent.

Firallen e Ngilt 0 < 1 <1< 5; da der Cosinus auf [0 E} streng monoton
fallend ist, folgt daraus 1 = COSO > COS 17 > cos1 > cos 5 = 0 und damit

1 1 1
— cos— > — cos 1.
n no_n

o0

1 — cos 1
Mit der harmonischen Reihe Z — ist auch die Reihe Z il divergent;
n

n
n=1 n=1
00

1
damit besitzt die Reihe Z — Cos — dle divergente Minorante Z

n n
n=1 n=1

ist folglich nach dem Minorantenkriterium selbst divergent.

1
coS und

Man betrachte die Folge (a,)nen mit a,, = tan L. Fiir alle n € N gilt zunichst
0 < #1 < Tll < 1; da der Tangens auf [0 [nmonoton wachsend ist, folgt
daraus

an+1:tann+ Stanﬁzan

1
weswegen (a,)neny monoton fallend ist. Ferner gilt lim — = 0, wodurch sich
n—oo M,

wegen der Stetigkeit von tan (im Punkte a = 0)

1
lim a, = lim tan — = tan0 =0
n—o00 n—o00 n

ergibt; damlt ist (an)neN eine Nullfolge Somit konvergiert die alternierende

Reihe Z — Z tan— nach den Leibnizschen Konvergenz-
n=1 n=1

kriterium.

Die Reihe Z (1 —Inz)" besitzt die Gestalt der geometrischen Reihe Z q"

n=0 n=0
mit ¢ = 1 — Inz. Diese konvergiert genau dann, wenn |¢q| < 1 gilt, wegen

1-lnz|<1l <= —-1<l-lhzr<l <
= 2<-lnzr<0 < 0<her<2 < l<z<é?



also genau fiir x € |1, €[, und in diesem Fall gilt fiir die Summe

(1-1 = .
Z ne)’ Z - 1—(1—lnx) Inx
n=0 n—=

= _ (tanz)”

b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, =
n=1 n

fiir alle n € N. Wegen

— ]| (tanx)” ./[tanz|"  |tanz|
n n % n—00

o
ist die Reihe Z a, nach dem Wurzelkriterium

n=1
e fiir alle z € |—%, 2 [ mit [tanz| < 1 (absolut) konvergent, wegen

tanz| <1 <= —1<tanz <1 <= -—

[, sowie

7T< <7r
p— I f—
4

4

also fir v € | -2, %
2. Z[ mit |tanz| > 1 divergent, wegen

° ﬁirallexe}— ,

[tanz| > 1 <= tanz < —1 oder 1 < tanz <=
= S <r<-Tod <r<
——<x<——oder - <z <=

4 4 2

2

also fﬁra:e}—g,—ﬂu}g,g[.

Es sind noch die Félle x = i% zu untersuchen

o Fir x = % ist die Reihe

> tanx > tan
PILE S L

n=1 n=1
als harmonische Reihe divergent, und
o fiir v = —7 ist die Reihe
()t (i ()
n
n=1 n=1

°°1

n

als alternierende harmonische Reihe konvergent
Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle x € [—% ﬂ

52. a) e Fir alle z € R gilt

n

8

517

l\')l»—l
S

1
sinhz = = (ez —e
2

n

e

=0

n

)-

ix

n=0

n

2n'

7L

Y



dabei gilt

"t — (=) a4 (=)t {xg_n’fn =0, falls n gerade,

n n n
Tte = 2. falls n ungerade.

2. nl N 2-nl

Damit erhélt man schlieSlich die Reihendarstellung
> 2k+1

inhoe =% — .
T k)

e Fiir alle z € R gilt

n TL

_l’_
2n' ’

coshz = (ex+e x =

(S5 5 0r) gt

n=0 ’ n=0 n=0

N | —

dabei gilt

"+ (—x)" 2" (—1)" ™ {% = Z- falls n gerade,

Ig;ﬁ_n =0, falls n ungerade.

2-nl 2-nl

Damit erhélt man schlieSlich die Reihendarstellung

o

coshx =
k=0

Wir vergleichen nun die Reihendarstellungen von sin und sinh bzw. cos und

cosh. Es ist zum einen

o0 x2n+1 1'3 .T5 SC7
ng=S (-1 4 —p T T T
S 7;( ) et CTatmow
und
o x2n+1 l,3 fL'5 1‘7
nhe=S —  —p4 2 T
i nzz()(zn+1)! Tty teEta T

sowie zum anderen

0
2n IQ ZL’4 T

n T _ _ -
cos L= ;<_1) ool T W e T
und
R 7 2 gt 0
coshx:nZ;@n) 1+§+E+a+

Damit unterscheiden sich sin und sinh bzw. cos und cosh lediglich hinsichtich
des alternierenden Vorzeichens in den Reihendarstellungen: mit

l,2n+1 IZn )
a, = m und b, = )l fiir alle n € Ny



ist

sinx = Z(—l)" S ap, und sinhz = Z an

n=0 n=0

bzw. . .
cosx = Z(—l)” - by, und coshz = Z by,.

n=0 n=0

n

(2n)!

Fir z € R sei a, = (—1)" fiir alle n € Ny. Im Fall x = 0 gilt ap = 1

o0

sowie a, = 0 fiir alle n € N; insbesondere ist die Reihe Zan absolut
n=0
konvergent. Im Fall x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € Ny, und es gilt

2]

An41 _ SN
(2n+1) (2n + 2) n—o

Qn

damit ist die Reihe i ap = Z

n=0
absolut konvergent.

Sei zunéichst z > 0; in diesem Fall gilt also x = /& ? und fiir alle n € Ny

. 2\" 2n .
damit 2" = <\/§ ) = +/x ", woraus sich

flx) = (-

ergibt. Sei nun x < 0, also —x > 0; in diesem Fall gilt also —z = /—2x ? und
fir alle n € Ny damit (—z)" = (\/—x 2) = /=2 ", woraus sich

f(x)zz Z Z\/__x = coshv/—z

n=0 n=0 n=0

0;

_ ‘(—1)’”rl s . (2n)!
2(n+ 1)) (=1)rar

nach dem Quotientenkriterium

n oo 2n

n\/z
= Z(—l) @) = cos\/

n=0

ergibt.



