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Als Polynomfunktion ist f : R — R, f(z) = 2® + x + 1, insbesondere stetig,
und wegen

f=) =1+ (-1)+1=-1<0

sowie
f0)=0*4+0+1=1>0

existiert nach dem Nullstellensatz ein £ € |—1,0[ mit f(§) = 0; demnach
besitzt f im Intervall |—1,0[ der Intervalldnge 1 eine Nullstelle.

Fiir eine beliebige Nullstelle ¢ € R von f gilt nun &3+ &6+ 1 = +(+1
und damit

0=(8+&+1) - (C+¢+) = (@ -F)+¢-0 =
= (€= O(E+ECH+N)+(E-O= -0+ +5¢+1):

wegen (f + %C)z + % C2+1>1folgt £ — (¢ =0, also & = (. Damit besitzt f
genau eine Nullstelle.

Nach dem Nullstellensatz mufl die Nullstelle & wegen
D =(hr -3 41=150
zunéchst im Intervall ]—1, —%[ der Intervallinge %, wegen
R L
dann im Intervall ]—%, —%[ der Intervalléinge % und wegen
D= (R = i+1= £ >0

schliefllich im Intervall ]—%, —g[ der Intervallinge % liegen.

42. Fiir jedes n € N mit n > 3 betrachten wir die Funktion

fo i R=R, folzr)=2"—nz+1.



43.

Die Funktion
fo: R=>R, fulr)=2"—-nz+1.

ist als Polynomfunktion stetig und besitzt wegen

fn(0)=1>0 und fal)=1-n+1=2-n <0

n>3

nach dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle &, € |0, 1[. Fiir eine
beliebige Nullstelle ¢, € ]0, 1] gilt

§Z—n§n+1:0:Cg—"Cn+17 also 53—@?:”&—”@”

woraus sich

=G (G +E 2 Gt & QTG ) =0 (G = G)

und damit

n Summanden
7\

(gn_gn) §2_1+§Z_2'Cn+"'+§n'C:zl_2+€:;_1 —nl =0
<1 <1 <1 <1

ergibt. Da nun der zweite Faktor &7t +£772.(, +. . . +&,- ("2 +(" 1 —n des
Produkts stets kleiner Null, folgt schon &, — ¢, = 0 bzw. &, = (,. Folglich
gibt es genau eine Nullstelle &, € ]0, 1[.

Wegen
2 2\" 2 2\"
fa(0)=1>0 und fn(_>:(_> —n-—+1:(—> -1<0
n n n n
N——
<1

besitzt die stetige Funktion f,, nach dem Nullstellensatz mindestens eine
Nullstelle im Intervall ]0, % [; da &, gemif a) die einzige Nullstelle von f,
sogar im gréBeren Intervall ]0, 1] ist, folgt &, € ]0, 2[. Wegen

2
0<&G<— — 0
n n—oo

ergibt sich mit Hilfe des Schrankenlemmas dann lim &, = 0.
n—oo

Im Falle f(0) = f(a) kann £ = a gewéhlt werden; sei also im folgenden
f(0) # f(a). Wir betrachten die Funktion

g:10,a] = R, g(z)=f(z)— f(x —a).

Da
flz[O,a]—>R, fl(x):x_a7

als lineare Funktion stetig ist, ist wegen der Stetigkeit von f auch

fa=Ffofi:[0al =R, folz) = f(fi(2)) = [(x —a),



stetig, und damit ergibt sich die Stetigkeit von

g = f|[0,a] — fo:[0,a] = R, g(x) = f(z) = folz) = f(x) — f(x — a);

dariiber hinaus gilt

Nach dem Nullstellensatz existiert also ein £ € [0,a] mit g(§) = 0; damit
gilt aber £(€) = (€ — a).

b) Die Funktion f : [—a,a] — R, f(z) = (22 — a?) (z + 2a) ist (als Polynom-
funktion) stetig, und es gilt f(—a) =0 = f(a). Fiir £ € [0, a] gilt:

[ =f—a) = (€—-ad)(+2a)=(((—a)—a®)(({—a)+2a)
— (E—a)(+a)(+2a)=(&—2Ea)(E+a)
— (E—a)({+2a)=&—2¢a

44. Die beiden auf dem abgeschlossenen Intervall [—1, 1] definierten und als stetig
vorausgesetzten Funktionen f : [—1,1] — R und g : [-1,1] — R besitzen nach
dem Satz von Weierstraf jeweils ein globales Maximum, es gibt also p, ¢ € [—1, 1]
mit f(z) < f(p) und g(z) < g(q) fiir alle z € [—1, 1]; damit gilt

f(p) =sup{f(z) | -1 <o <1} =sup{g(x) | -1 <z <1} = g(q).

Fiir p = ¢ wihlen wir £ = p € [—1,1], und es gilt f(§) = f(p) = g(q) = g(&).
Fiir p # ¢ konnen wir (aufgrund der beziiglich f und g symmetrischen Problem-
stellung) schon p < ¢ annehmen und betrachten die Hilfsfunktion

hilpgl =R, h(z) = f(x) = g(z).

Damit ist h als Differenz der stetigen Funktionen f und g selbst stetig mit

h(p)=f(p) —g(p) >  f(p)—glq) =0,

9(p)<g(q)

h(q) = f(q) — 9(q) f(q)éf(p) f(p) —g(q) =0,

und nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein & € [p, ¢] C [—1, 1] mit h(£) = 0, also

f(&) = 9(&).



