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37. Fiir die reellen Parameter A\, © € R ist die Funktion

AV +8+pu, firzx < —1,
[iRSR, fl@)={ (- N(@—p), fir —1<z<1,
Mz —=2|+p firl <z

zu betrachten.

a) Wir treffen die folgende Fallunterscheidung beziiglich a € R\ {£1}:
e Fall 1: a < —1: Die Polynomfunktion

fi:]—oo,—1[ =R, fi(z)=2%+8,
und die lineare Funktion
fo i R=R, folz) = Az +p,
sowie die Wurzelfunktion
fs: Ry = R, fa(z) = Va,
sind stetig; damit ist auch die Komposition
fi=fso fii]-oo,—1[ = R, fi(z) = f3(fi(z)) = Va* + 38,
stetig. Demnach ist auch die Einschréinkung
f‘]—oo,—l[ = fao fy:]—o0; =1 = R,
Flimoo-11(@) = folfa(@) = AVa2 + 8+ p,

von f auf das Intervall |—oo, —1] stetig; folglich ist f in a stetig.
e Fall 2: —1 < a < 1: Die Einschrankung f|_1 1 von f auf das Intervall
[—1, 1] ist wegen
flx)=2> -~ AN+ p) o+ Ap
fir alle z € [—1;1] eine quadratische Funktion und damit insbesondere
stetig; folglich ist f in allen Punkten a € |—1, 1] stetig.



e Fall 3: 1 < a: Die linearen Funktionen
f51]1,OO[%R7 f5($):$—2,

und
fa:R =R, fo(z) =z +p,

sowie die Betragsfunktion
fo :R—=R, fs(z) =]z,
sind stetig; damit ist auch die Komposition
fr="feofs: 11,00 =R, fr(z)= fo(fs(2)) = |z —2],

stetig. Demnach ist auch die Einschrinkung

f‘]l,oo[ = f2 o f7 : ]LOO[ — Ra
fheor(@) = fo(fr(@) = Mo —2[ + 4,

von f stetig; folglich ist f in a stetig.

Wegen
Jim fle) = lim (&= A) (@@ —p)= (1= (=1-p) = f(=1)

und (wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion)

lim f(x) = Tim (AVaZ+8+p) = A1 +8+ =32+

rz——1— r——1—
damit ist f im Punkt a = —1 genau dann stetig, wenn
(I+XN)1+p) =31+p

gilt; wegen (1 +X) (1 4+ p) = 14+ X+ p+ Ap ist dies aber zu 1 + Ay = 2\
dquivalent. Wegen

lim f(x) = lm ((z =N (@ —p) = (1= X) (1= p) = F(1)

T—1— T—1—

und (wegen der Stetigkeit der Betragsfunktion)

lim f(z) = E}I?_(A’%—Q’—I—M):)\‘1—2’4—#:)\—1-,&

z—1+

damit ist f im Punkt a = 1 genau dann stetig, wenn
Q=M@ —p) =A+p

gilt; wegen (1—M\) (1 —pu) =1 —X—p+ Ap ist dies aber zu 14+ A\ = 2\ +2p
dquivalent. Die Funktion f ist also genau dann stetig, wenn

14+ Ap =2\ und T4+ Ap=2X+2u



gilt. Aus beiden Gleichungen zusammen folgt
2\ = 1+ \u = 2\ + 24,

also p = 0 und A\ = %; umgekehrt erfiillt das Paar (A, ;1) = (5,0) beide
Gleichungen.

Die also genau im Falle (A, u) = (%, 0) stetige Funktion lautet

%\/xQ—i—S, fir r < —1,
fTR=R, fr)=((z—3)-2, fir —1<z<]1,
|z —2|, firl <a

38. Wir zeigen, dafl die gegebene Funktion

0, fir z < /2,

:Q — R, =
f:Q 1) {1, fir > \/5,
in allen Punkten a € Q stetig ist, mit Hilfe der folgenden Fallunterscheidung;:

e Sei a < v/2; bei  — a ist schlieflich auch z < /2 und damit

f(@) =0 — 0= f(a).

r—a
e Seia > \/§; bei  — a ist schlieBlich z > v/2 und damit

fla)=1— 1= f(a).

r—a

39. Wir betrachten eine Funktion f : R — R mit der Eigenschaft
(*) (1 +x2) = f1) + f(22) fir alle z1,22 € R;
damit ist f eine additive Abbildung im Sinne der linearen Algebra.

a) Fir die spezielle Wahl von ;3 = 0 und x5 = 0 ergibt sich

f(0) = (0 +0) m f(0) + f(0), also f(0) =

ferner wihlen wir fiir € R speziell 1 = z und 29 = —x und erhalten

0=f0)=flz+(=2) = fl@) + f(=2), also f(-z)=—f(2)

b) Seir € R eine beliebige reelle Zahl; wir zeigen die Aussage
f(r-n)=f(r)-n  firalle neN,

mit Hilfe vollstandiger Induktion:



e Fiir ,n =0 gilt

Flr-0) = F(0) = 0= f(r)-0.

o

o Fiir ,n - n+1“ gilt
flre(nt 1)) = flr-n+r) = flr-n)+ fr) =
P f() o f(r) = f(r) - (1),

voraussetzung

Damit ergibt sich ferner auch
flr-(=n)) = f(=(r-n)) = =f(r-n) = = (f{r) - n) = f(r) - (=)
fiir alle n € Ny und damit sogar
flr-z)=f(r)-z firalle reR und z¢€Z.
Jede rationale Zahl ¢ € QQ besitzt die Darstellung

z
q=— mit geeigneten z€Z und ne€N;
n

wegen
f&)=fU-2) = f1)-2  md  f(z) = fla-m) = fla)n
ergibt sich zusammen
f@-n=f1)-z unddamit  f(g) = f(1)- = = f(1)-q

Sei nun f stetig im Punkt @ = 0; zum Nachweis, dafl dann f schon eine
stetige Funktion ist, zeigen wir die Stetigkeit von f in allen Punkten o’ € R.
Fiir alle Folgen (z,)nen mit

lim z, =d  gilt lim (2, —a") =0,

n—oo n—oo

woraus mit der vorausgesetzten Stetigkeit von f im Punkt a = 0 schon

lim f(z, —d') = f(0) =

n—00 a)

folgt; damit ergibt sich aber
flzn) = f((@n —d)+d) = fla,—d)+f(d) — fld).

(55) N e’ n—o0
—0

Fiir jedes x € R gibt es nun geméf der Tutoriumsaufgabe 4 eine Folge

(Gn)nen rationaler Zahlen ¢, € Q mit lim ¢, = x; mit der eben gezeigten
n—oo

Stetigkeit von f im Punkt x € R ergibt sich

fla) = Jim fg) = lim (F(1)-q) = f(1)- lim g, = f(1)-a.

Damit ist f sogar eine lineare Abbildung im Sinne der linearen Algebra; aus
der Additivitat von f folgt (mit der Stetigkeit) die Homogenitdt von f.



40.

a)

Die Funktion
h:R—=R, hz)=2*—2,

ist als quadratische Funktion insbesondere stetig; damit ist aber auch ihre
Einschriankung f auf die Definitionsmenge [0,2] N Q und die Zielmenge Q
stetig. Ferner gilt

f(0)=0-2=-2<0 und f(2)=2>-2=2>0.
Wegen
f@)=0 <= 22—2=0 <= 2?2 =2 <= z=%V2

und der Irrationalitit von v/2 besitzt f in [0,2] N Q keine Nullstelle.

Der Nullstellensatz setzt eine stetige Funktion f auf einem reellen Intervall
[a, b] voraus da bei seinem Beweis auf die Vollstédndigkeit des Zahlbereichs
R zuriickgegriffen wird; die in a) betrachtete Funktion ist allerdings nur auf
den rationalen Punkten des Intervalls [0, 2] definiert.



