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33. In Abhéngigkeit vom Parameter x € R ist die Reihe

o0 2 n
Z an mit an = ( I>2 fir alle neN
vt 14+ x%n

zu betrachten. Fir z = 0 ist a,, = 0 fur alle n € N und damit die Reihe Z G,

konvergent. Fiir  # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N mit i
ns1| _ ' (22)"* 142 [(22)™ 1™ PYE 1+ 2"
a 1+ 22D (27)n (2x)r 1+ x2nt2 1 4 g2n+2’
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fall 1: 0 < |z| < 1. Damit ist nh_)rgo *" = 0 sowie nh_)rrolo 2?2 = 0, woraus sich
n
B el p e = 2l g =2l

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z ,
n=1
— fiir 2 |z] < 1, also fiir 0 < |z| < 1, konvergent sowie
— fiir 2 |z| > 1, also fiir 3 < |z| < 1, divergent.
Fiir 2 |z| = 1, also fiir |z = 1, ist die Folge (a,)nen gemiB
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ay |_ 2l _ @) _ 1 1
Lo | 14a? 14+ @) 14 (3)" noe 140

an] = ]

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.
n=1

e Fall 2: |z| = 1. Damit ist 2°" = 1 sowie 22" = 1 und folglich

n 1 n 141
Un+1 :Q‘x’.+—$: .1.L:2
y, 1+ g2nt2 1+1
fiir alle n € N, weswegen die Reihe Zan nach dem Quotientenkriterium
n=1

divergiert.



1 2n
o Fall 3: [z > 1. Damit ist 0 < ¢ < Lmit lim — = lim ()" =0,

n—oo <" T—00
woraus sich
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ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z ,

n=1

— fiir ‘%' < 1, also fiir 2 < |z|, konvergent sowie
— fiir & > 1, also fiir 1 < |z| < 2, divergent.

||

Fiir 2 = 1, also fiir |z| = 2, ist die Folge (a,)neny gemif
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keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.

n=1
oo
Insgesamt konvergiert die gegebene Reihe Z a, genau dann, wenn
n=1
2| < 3 oder |z > 2

ist, also genau fiir alle

T € ]—00; —2[U]—3;2[ U]2;+oof.

34. a) In Abhéngigkeit von k € N ist die Reihe

= 1 1
Z ay, mit Ay, = — — fir alle neN
— n n+k

zu betrachten. Fiir die n—te Partialsumme mit n > £ gilt
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und wegen
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wir erhalten den Grenzwert
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Zan:llmsn:1+—+...+—: -.
— n—00 2 k — 4
Fiir die Folge (a,)nen positiver reeller Zahlen a,, > 0 ist die Reihe Z a, als
n=1

konvergent vorausgesetzt. Fiir jedes n € N gilt nun

e im Falle a, < a,.1 wegen a,y1 > 0 nach dem Monotoniegesetz der
Multiplikation a, - @y11 < @piq - Ay = a2 41, woraus wegen der Mo-
notonie der Quadratwurzel ,/a,a,+1 < a,+1 und wegen a, > 0 dann

Vanln 1 < ap + ay 4 folgt;

e im Falle a,,7 < a, wegen a, > 0 nach dem Monotoniegesetz der

Multiplikation a,, - apy1 < a, - a, = ai, woraus wegen der Mono-

tonie der Quadratwurzel ,/a,a,;1 < a, und wegen a,y; > 0 dann
Vapan < a, + ap.q folgt;
damit gilt stets \/a,a,11 < a, + a,11. Zu dieser Abschitzung gelangt man
alternativ ohne Fallunterscheidung iiber

0 < (Va, — \/an+1)2 = @2 —2/an \/py1 + \/an+12

und damit

V AnGni1 <2 VARV | < V an2 + v an+12 = Qp + Apy1-

Folglich besitzt die zu untersuchende Reihe Z,/ananﬂ die Majorante

n=1

o0
Z ap, + ap11); mit der Reihe Z a,, ist auch die Reihe Z Gpy1 und somit
n=1

n=1 n=1
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deren Summe Z (an + any1) konvergent, so daB nach dem Majorantenkri-

n=1
terium die Reihe E V/ana, 1 konvergiert.
n=1

Eine gebrochenrationale Funktion ist auf ganz R mit Ausnahme der Nullstel-
len des Nenners definiert; wegen 22 = 4 <= z = £2ist also D = R\ {£2}.

Fiir alle z € D\ {0} gilt
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Damit ergibt sich
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c) f ist als gebrochenrationale Funktion in ihrem Definitionsgebiet D stetig;
fiir ihren Graphen ergibt sich:

36. a) Wir betrachten die Funktion

fR\{0} =R, f(z) = —F—



Fir alle z €

R\ {0} gilt

und damit erhalt man

lim f(x) = lim L =
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sowie .
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. x
xllgl_f(m) = lim = lim —— =-1.

Wir betrachten die Funktion

foRAA{0} = R, f(z) =

Fir alle z > 0 ist
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und damit erhalt man

lim f(z) =
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Fiir alle z < 0 ist
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und damit erhalt man

lim f(x)
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= lim (x+1)=—o00 und lim f(x)=
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