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13. Zu betrachten ist die durch

ag =1 und Gpi1 = C;—n +1 fir alle n € Ny
rekursiv definierte Folge (ay,)nen,-

a) Esist
ap 3 ay as 15
=1 =—4+1== =—4+1=- =—4+1=—,.
Qo ) a1 + 27 a2 9 + 47 a3 2 + g ) ’
also 1 ) )
@0:2—1, a1:2—§, a2—2—zl, a3:2—§,...,
wodurch die Vermutung

1 n
ap = 2 — (2) fir alle n € Ny

nahegelegt wird; wir weisen diese mit Hilfe vollsténdiger Induktion nach

e Fiir ,n =0 ist
1\
a0:1:2—1:2—<§>.

e Fiir ,n — n + 1“ folgt aus der Induktionsvoraussetzung

1\"
n:2_ .
w2 (3)

unter Verwendung der Rekursionsvorschrift die Induktionsbehauptung

Qn

1 1\"
ma = Gy (- ()
o\ 2 2 \2 N 2 '



Wegen !%‘ = % < 1 ergibt sich

damit ist die Folge (a,)nen, konvergent gegen den Grenzwert a = 2.
b) Wir zeigen jeweils mit vollstédndiger Induktion:

e Fiir alle n € Ny gilt a,, < a,,41: fiir ,n = 0“ ist

a
ag =1 und a1:§0+1:§, also ag < aq,

und fiir ,n — n+ 1“ folgt aus a, < a,;1 zundchst mit dem Monotonie-

gesetz der Multiplikation

Ap+1
2

1
o = 5 an S §'an+l_
wegen %>0

und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition

ap, Ap+1
pi1 = — + 1<

9 9 + 1= Ap42.

Damit ist die Folge (a,)nen, monoton wachsend.
e Fiir alle n € Ny gilt a,, < 42: fiir ,n = 0 ist

ag =1, also ag < 42,

und fiir ,n — n+ 1 folgt aus a,, < 42 zunichst mit dem Monotoniege-
setz der Multiplikation
1 1
—=—-qa, < —--42=21
wegen %>O 2
und dann mit dem Monotoniegesetz der Addition
Qpi1 = % +1<21+41=22, insbesondere also Qppy < 42.

Damit ist die Folge (a,)nen, nach oben beschrankt.

Damit ist die Folge (a,)nen, insgesamt monoton wachsend und (nach oben)
beschréankt, nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen mithin konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a,, ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsvorschrift
n—oo

a = lim a,;; = lim (a—n+1> :g—i—l,
n—00 n—oo \ 2 2
also

% =1 und damit a=2.



14. Im Falle der Konvergenz der durch die Rekursionsvorschrift

1
Qpy1 = = (ai + 6) fir neNj
definierten Folge (a,)nen, kommen fiir den Grenzwert a = lim a,, wegen
n—o0
a= lim a :liml(a2+6):1(a2+6)
n—00 ntl n—sooh v " 5

und damit
0=a*—-5a+6 = (a—2)(a—23)

Vieta

nur die beiden Werte a = 2 und a = 3 in Frage. Dies motiviert die folgende
Fallunterscheidung hinsichtlich des Startwertes ag € [0, 3]:

e Fiir ap = 2ist a; = £ (2> +6) = £-10 = 2 und analog a,, = 2 fiir alle n € Ny;
damit ist (a,)nen, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 2.

e Fiir ap = 3ist a; = £ (3° +6) = £-15 = 3 und analog a,, = 3 fiir alle n € Ny;
damit ist (a,)nen, eine konstante Folge mit Grenzwert a = 3.

e Fiir ay € |2,3[ zeigen wir zunichst a, € ]2,3[ fiir alle n € Ny mit Hilfe
vollstdndiger Induktion: fiir ,n = 0* ist dies klar, und fiir ,n — n 4+ 1“ gilt

an €12,3] = 2<a,<3 = 4<ad2<9 = 10<a®?+6<15 =
1
— 2<5(ai+6)<3 = 2< Ay <3 = any1 €12,3].

Damit ergibt sich aber

an+1—an:1(ai+6)—an:

9 1
(a7 —5a, +6) == (a, —3) (a, —2) <0
5 —— ——

bt

U] =

<0 >0

und somit a,.; < a, fir alle n € Ny; folglich ist die Folge (a,)nen, streng
monoton fallend und (etwa durch 2) nach unten beschrénkt, also konvergent;
als Grenzwert kommt nur a = 2 in Frage.

e Fiir ag € [0,2] zeigen wir zunéchst a,, € [0,2] fiir alle n € Ny mit Hilfe
vollstéandiger Induktion: fiir ,n = 0% ist dies klar, und fiir ,n — n 4+ 1* gilt

a, €[0,2] = 0<a,<2 = 0<al<4 = 6<ai+6<10 =

6 1.,
— —S—(an+6)<2 = 0<ap1 <2 = a1 €0,2[.

575
Damit ergibt sich aber
1, , 1, 1
Ups1 — ap == (ai +6) —a, = = (a3 —5a, +6) = = (an, — 3) (a, — 2) >0
5 5 5 e — ——

<0 <0

und somit a, .1 > a, fir alle n € Ny; folglich ist die Folge (a,)nen, streng
monoton wachsend und (etwa durch 2) nach oben beschrankt, also konver-
gent; als Grenzwert kommt nur a = 2 in Frage.



15. Fiir einen beliebigen Startwert ay € R ist die durch
i1 = ai —a, +1 fur alle n € Ny
rekursiv definierte Folge (a,)nen, zu betrachten.
a) Sei ap € R ein beliebiger Startwert. Fir alle n € Ny gilt
Upy1 — Ay = (ai—an—kl) —an:ai—Zan—i—l:(an—l)zZO,

also a,41 > a,; damit ist die Folge (a,,)nen, monoton wachsend. Geméfl dem
Hauptsatz iiber monotone Folgen gibt es nun hinsichtlich des Konvergenz-
verhaltens der Folge (ay)nen, nur die beiden Alternativen:

e Ist die Folge (a,)nen, nach oben beschriankt, so ist sie konvergent. Fiir

ihren in diesem Fall existierenden Grenzwert a = lim a, erhilt man
n—o0

mit Hilfe der Rekursionsvorschrift

a = lim a,,; = lim (ai—an—l—l) =a’—a+1,
n—oo n—oo

folglich
0=(a*—a+1)—a=d"-2a+1=(a—1)%
also a — 1 = 0 und damit zwingend a = 1.
e Ist die Folge (ay,)nen, nicht nach oben beschriankt, so ist sie bestimmt
divergent gegen +o00.
b) Fiir einen Startwert ag € [0,1] zeigen wir a, € [0,1] fir alle n € Ny mit
vollstéandiger Induktion:
e Fiir ,n = 0“ gilt ag € [0, 1] gemiB der Wahl des Startwerts.

e Fiir ,n — n + 1“ gilt geméB der Induktionsvoraussetzung a, € [0, 1],
also 0 < a,, < 1, woraus a2 < a,, und damit

an+1:ai—an+1§an—an+1:1

folgt; mit der in a) gezeigten Monotonie gilt ferner a, 1 > a, > 0.

Damit ist die gem#$ a) monoton wachsende Folge (ay,)nen, auch (nach oben)
beschrankt, mithin konvergent, und gemé&fi a) besitzt sie den Grenzwert
a=1.

c) Fiir einen Startwert ag ¢ [0,1] gilt ap < 0 oder ay > 1, insbesondere also
at > ag, woraus

ay=ai—ag+1>a9—ag+1=1

folgt. Unter der Annahme, die gemédf a) monoton wachsende Folge (ay,)nen,
ist nach oben beschrénkt, erhélt man ihre Konvergenz, und fiir ihren Grenz-
wert a ergibt sich in
a > ap>1 = a
Monotonie gemisf a)
ein Widerspruch. Folglich ist die Folge (ay,)nen, nicht nach oben beschrankt,
mithin bestimmt divergent gegen +oo.



16. Es seien 0 < a1 < by fest gewédhlt. Man betrachte die beiden iiber die Rekursion

an'bn an+bn

P und bpy1 = 5 fir alle neN

Ap41 = 2

definierten Folgen (a,)neny und (by,)nen. Wir zeigen zunédchst, dafl ([a,, b,])
eine Intervallschachtelung ist:

neN

e Wir zeigen 0 < a,, < b, fiir alle n € N mit vollstandiger Induktion:

— ,n =1 Esist 0 < a; < by nach Voraussetzung und damit 0 < a; < b;.
—,n—=>n+1% Wegen 0 <a, <, gilt 0 <a,;; und 0 < b, sowie

an + by, 2.an~bn

anrl — Qp41 =

2 B an—i—bn:
(T ) S B (I .-
N 2 (an, + by) 2 (an +b,) T

also byy1 — apy1 > 0 bzw. by > a,y1, insgesamt also 0 < apqq < by

e Wegen 0 < a,, < b, erhalten wir

an‘bn an'bn an'bn
) >9. —9. =a,,
an+b, = by, +0b, 2-b,

Apt+1 = 2

also a,+1 > a,, fir alle n € N. Damit ist die Folge (a,)nen der unteren
Intervallgrenzen monoton wachsend.

e Wegen 0 < a,, < b, erhalten wir

n bn bn bn 2- bn
bn+1 - n S i - - bn7

2 2 2
also b,11 < by, fir alle n € N. Damit ist die Folge (b,)nen der oberen
Intervallgrenzen monoton fallend.

e Die Folge (ay,)nen ist monoton wachsend und wegen a,, < b, < by fiir alle

n € N nach oben beschriankt, also konvergent mit lim a, = a. Die Folge
n—oo
(bn)nen ist monoton fallend und wegen b,, > a,, > a; fiir alle n € N nach

unten beschriankt, also konvergent mit lim b, = b. Damit gilt aber auch
n—o0

lim a,+1 = aund lim b,; = b, und wir erhalten mit Hilfe der Rekursions-
n—oo n—oo

vorschrift von (b, ),eny dann

b= lim b,y = lim 2ot _ @ F0

n—o00 n—o00 2 2 7

also 2b = a + b und damit b = a; folglich ist wegen

lim (b, —a,) =b—a=0

n—oo

die Folge (b, — an)nen der Intervallingen eine Nullfolge.



Wir bestimmen nun das durch die Intervallschachtelung ([an, b,]), . definierte

Element r € [ [an, bs]; dabei gilt
neN

neN

lim a, =a=r=05b= lim b,

n—oo n—0o0
wegen a,, > 0 fiir alle n € N insbesondere r > 0. Wir zeigen dazu a,, - b, = a1 - by
fiir alle n € N durch vollstéindige Induktion: fiir ,n = 1* ist a; - by = a; - by, und
fir ,n — n + 1“ folgt aus a, - b, = a; - b; schon

an'bn an+bn

=a, b, =ay-b;.
ay, + by, 2 “ @t

Apy1 - bn+1 =2-
Damit ergibt sich

r? = lim a, - lim b, = lim (a, - b,) = a; - by,

wegen 7 > 0 also r = /ay - by; es ist also vay - by € () [an, byl

neN



