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1. a) Wir untersuchen die drei gegebenen Folgen (a,)nen, (bn)neny und (c,)nen auf
Monotonie und Beschrénktheit.

e Fir alle n € N ist
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also a,41 > a,, und damit ist die Folge (a,)nen streng monoton wachsend;
wegen
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ist die Folge (a,)nen zudem beschriankt.
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wegen ¢, > 0 also ¢,41 < ¢,, und damit ist die Folge (¢,)nen streng

monoton fallend; wegen
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ist die Folge (¢ )nen zudem beschriankt.

b) Wir zeigen nun die Konvergenz der drei gegebenen Folgen (ay,)nen, (by)nen und
(¢n)nen anhand der Definition.

e Wir zeigen, dafi die Folge (a,)nen den Grenzwert a = 1 besitzt. Zu jedem

1 €
e > 0 gibt es ein ng € N mit — < 27 und fiir alle n € N mit n > ngq gilt
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e Wir zeigen, daf die Folge (b, )nen den Grenzwert b = 0 besitzt. Zu jedem
e > 0 gibt es ein ng € N mit — < ¢, und fiir alle n € N mit n > ng gilt
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e Wir zeigen, dafl die Folge (¢, )nen den Grenzwert ¢ = % besitzt. Zu jedem

1
g > 0 gibt es ein ng € N mit — < ¢, und fiir alle n € N mit n > ng gilt
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wegen a, > 0 also ap11 > a,; folglich ist die Folge (ay,)nen streng monoton
wachsend, insbesondere also durch a; = 1 nach unten beschrénkt. Wegen
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fir alle n € N ist die Folge (a,)neny aber nicht nach oben beschrankt: fur
jedes K € R gibt es ndmlich (nach dem Archimedischen Axiom) ein n € N
mit n > K, und es ergibt sich a,, > n > K. Da nun die Folge (a,),en nicht
beschrénkt ist, kann sie auch nicht konvergieren, besitzt also keinen Grenzwert.



b) Fiir alle n € N gilt
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so daf sich zunéchst wegen a, 11 > a, > 0 geméif a)
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ergibt; folglich ist die Folge (b, )nen streng monoton fallend. Des weiteren exi-

stiert zu jedem € > 0 ein ng € N mit — < ¢, und fiir alle n > ng gilt
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damit konvergiert die Folge (b,)nen gegen den Grenzwert b = 0 und ist als
konvergente Folge insbesondere beschrankt.
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fiir alle n € N mit n > 2 mit Hilfe vollstandiger Induktion:

o .n=2% FKsist

() = w55 (1)
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Wir zeigen anhand der Definition, dafl die Folge (a,)nen den Grenzwert a = 3

besitzt. Zunéchst gilt fiir alle n € N
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Zu jedem € > 0 gibt es nun ein ny € N mit — < ¢, und fiir alle n > ny gilt
No
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damit konvergiert die Folge (a,)nen gegen a = 3. Fiir € =

kann wegen
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etwa ng = 1001 gew&hlt werden.

Die erste Aussage ist wahr: sind die Folgen (a,,)nen und (b, )neny monoton wach-
send, so gilt

ap < apyp und b, < bpyq fiir alle n € N,
woraus mit dem Monotoniegesetz der Addition
G+ by < apy1+b, < apyy+ by fur alle n € N

folgt; damit ist auch die Folge (a,, + by)nen monoton wachsend.

Die zweite Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel wihlen wir die beiden monoton
wachsenden Folgen (an)neny und (b,)pey mit a, = n% und b, = —% fiir alle
n € N; die Folge (a,, - b,)neny mit a,, - b, = —n fiir alle n € N ist dagegen nicht
monoton wachsend.

Die dritte Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel wahlen wir die beiden nicht
beschrankten Folgen (a,)neny und (by)peny mit a, = n und b, = —n fiir alle
n € N; die Folge (a,, + by)ney mit a, + b, = 0 fiir alle n € N ist dagegen
beschrankt.

Die vierte Aussage ist falsch: als Gegenbeispiel wihlen wir die beiden nicht
beschrankten Folgen (ay,)neny und (by,)nen mit

n, fiir n gerade, 0, fiir n gerade,
a, = und b, =
0, fiir n ungerade, n, fiir n ungerade;

die Folge (ay, - b,)nen mit a, - b, = 0 fiir alle n € N ist dagegen beschrinkt.



