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1. a) Firallen e N gilt
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folgt wegen der Stetigkeit der Quadratwurzel (an der Stelle 1) fiir den Nenner
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wodurch folgende Fallunterscheidung motiviert wird: fiir v > 0 ergibt sich
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b) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = fiir alle n € N. Wegen
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ist die Reihe Z a,, nach dem Wurzelkriterium

n=1

e fiir alle z € R* mit |Inz| < 1 (absolut) konvergent, wegen
Inz|<1 <= —l<hr<l < el<r<e

also fiir x € Je™!, e[, sowie
e fiir alle z € R* mit |Inz| > 1 divergent, wegen

Inz| >1 <= Inz < —loderl <lnz <= x<eltodere<ux

also fiir x € ]0,e7 [ U Je, +o0].
Es sind noch die Félle z € {e™!, e} zu untersuchen:

e Fiir x = e ist die Reihe

— (Inz)" = (ne)" 1
als harmonische Reihe divergent, und
o fiir z = e~ ! ist die Reihe
~ (Inz)" (e )" (="

als alternierende harmonische Reihe konvergent.

Insgesamt konvergiert also die gegebene Reihe genau fiir alle z € [e™! el.

> 2n

¢) Zu betrachten ist die Reihe Z a, mit a, = % fiir alle n € Ny. Wegen
n=0
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handelt es sich um die geometrische Reihe Zcq” mit ¢ = % und ¢ = %,
n=0

die wegen ¢ # 0 genau dann konvergiert, wenn |q| < 1 gilt; wegen
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ist dies genau fiir x € } —\/5, V2 [ der Fall, und wir erhalten dann die Summe
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a) Zu betrachten ist die durch
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rekursiv definierte Folge (a,)nen-



e Wir zeigen a,, > 4 fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
— fiir ,n = 1° gilt a; = 2016 und damit a; > 4;
— fiir ,n — n 4+ 1* folgt aus a, > 4 wegen
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schon a,., > 4.
e Fiir alle n € N gilt wegen
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schon a1 < a,; damit ist die Folge (a,)nen streng monoton fallend.
e Die Folge (a,)nen ist geméafl b) monoton fallend und geméf a) durch
4 nach unten beschrinkt, nach dem Hauptsatz iiber monotone Folgen

mithin konvergent; fiir den Grenzwert a = lim a,, ergibt sich
n—o0
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und damit
a(a2+1):a3+4 bzw. a®+a=a®+4, also a=4.

b) Zu untersuchen ist die alternierende Reihe

S-)"b,  mit by="">0 firalle neN.
n
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geméfl dem Monotoniegesetz der Multiplikation damit
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ist die Folge (b,,)nen monoton fallend. Folglich ist die Reihe Z(—l)"bn

n=1
nach dem Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen konvergent.
e Die Reihe Z(—l)"bn ist definitionsgeméf genau dann absolut kon-
n=1
vergent, wenn die Reihe Z |(=1)"b, | Z b, konvergiert; wegen
n 4 1
b= > 2> firalle neN
N ap,>a=4 N n

besitzt aber die Reihe Z b, die harmonische Reihe Z als diver-
gente Minorante und 1st folghch nach dem Mmorantenkrlterlum selbst

divergent, so daf} die Reihe Z(— )"b, nicht absolut konvergiert.

n=1
3. Die gegebene Funktion
f R—=R, f(x)=e"4 cos(mx),
ist (als Summe von Verkettungen der Exponentialfunktion und des Cosinus mit
linearen Funktionen) stetig (fiir a) und b)) und differenzierbar (fiir ¢)) mit
fl(x)=e"-(=1) + (—sin(rz) - 7) = — (¢ " + 7 - sin(7z))
fiir alle z € R.
a) Wegen

f(z) =" +cos(mz) > —1 fir alle z€R
>0 71

gilt zundchst Wy C |—1, 4+o0[, und fiir ,0“ sei y € |—1, +00[; wegen

—_ — 2n —
f(=2n) = e+ + cos(—2nm) — +oo
—+00 =1

gibt es ein a < 0 mit f(a) > y, und wegen

_ —(2n+1) _
f2n+1) =& +cos((2n + 1)) — 1

gibt es ein b > 0 mit f(b) < y, so dafl es nach dem Zwischenwertsatz ein
€ € ]a, bl mit f(¢) =y gibt. Folglich ist y € W, und es gilt Wy = |—1, 4+o0.

b) Fiir alle n € N gilt zum einen

f@2n) =¢ " +cos(2nm) >0+1=1>0

>0 ]

und zum anderen

f@n+1) = @ L cos((2n + 1)7) < 1+ (1) =0,

—_——
<1 -1



so daf§ f nach dem Nullstellensatz im offenen Intervall |2n, 2n 4 1] minde-
stens eine Nullstelle besitzt; da nun die Intervalle |2n, 2n + 1] fir n € N
paarweise disjunkt sind, besitzt f unendlich viele Nullstellen.

Fiir alle z < —In7 gilt —x > Inm, wegen des Monotonieverhaltens der
Exponentialfunktion also e™® > e = 7, folglich

e ? +m-sin(mx) >r+w-sin(rx) >a+7- (=) =7+ (—7) =0

——
> >—1
und damit
f'(z) == (e + 7 - sin(mz)) < 0.
>0
Es kann keine differenzierbare Funktion f : [-1,1] — R mit dem Werte-
bereich Wy = ]—1, 1] geben: als differenzierbare Funktion ist f insbesondere

stetig und besitzt daher auf dem abgeschlossenen Definitionsintervall [—1, 1]
nach dem Satz von Weierstral Minimum und Maximum; es gibt also Punkte
p, ¢ € [—1,1] mit Wy = [f(p), f(¢)], insbesondere gilt also W # |—1, 1].

Die Funktion
f:]_lal[%R7 f(ﬂf):|3?’,

ist wegen
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(im Punkte a = 0) nicht differenzierbar, aber ihr Quadrat

=L =R, f(2) = (f(2)* = (l2]) = [o°] = 2%,
ist (als quadratische Funktion) differenzierbar.

Die Funktion
F-LU SR, f@) =a

ist bekanntlich streng monoton wachsend mit Wy = |—1, 1[, mithin umkehr-
bar, und (als Polynomfunktion) differenzierbar; ihre Umkehrfunktion
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(im Punkte a = 0) nicht differenzierbar.



