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45. a) Wir zeigen die Stetigkeit von f in jedem Punkt a ∈ R:

• Die Einschränkung f |]−∞,−1[ von f auf ]−∞,−1[ ist als gebrochenratio-
nale Funktion

x 7→ 2x3

x2 + 1

stetig; folglich ist f in allen Punkten a ∈ ]−∞,−1[ stetig.

• Die Einschränkung f |]−1,+∞[ von f auf ]−1,+∞[ ist als quadratische
Funktion

x 7→ x2 − 2x− 4

stetig; folglich ist f in allen Punkten a ∈ ]−1,+∞[ stetig.

• Für a = −1 gilt

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→1−

2x3

x2 + 1
=

2 (−1)3

(−1)2 + 1
=
−2

1 + 1
= −1;

und

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(x2 − 2x− 4) =

= (−1)2 − 2 (−1)− 4 = 1 + 2− 4 = −1

damit ist f wegen

lim
x→−1+

f(x) = f(−1) = lim
x→−1−

f(x)

im Punkt a = −1 stetig.

Insgesamt ist also die Funktion f stetig.

b) Für alle x > 0 ist

f(x) = x2︸︷︷︸
−→

x→+∞
+∞

·
(

1− 2

x
− 4

x2

)
︸ ︷︷ ︸

−→
x→+∞

1

−→
x→+∞

+∞,

und für alle x < −1 ist

f(x) =
2x3

x2
(
1 + 1

x2

) = 2 x︸︷︷︸
−→

x→−∞
−∞

· 1

1 + 1
x2︸ ︷︷ ︸

−→1
x→−∞

−→
x→−∞

−∞.



Sei nun y ∈ R beliebig;

• wegen lim
x→∞

f(x) = +∞ gibt es ein d > 0 mit f(d) > y, und

• wegen lim
x→−∞

f(x) = −∞ gibt es ein c < 0 mit f(c) < y.

Aufgrund der Stetigkeit von f existiert also nach dem Zwischenwertsatz ein
ξ ∈ [c, d] mit f(ξ) = y, weswegen y ∈ Wf gilt. Folglich ergibt sich Wf = R.

c) Für alle x ≥ 1 gilt

f(x) = x2 − 2x− 4 = (x− 1)2 − 5;

damit ist der Graph Gf im Bereich [1,+∞[ der rechte Ast einer nach oben
geöffneten Parabel mit dem Scheitel (1,−5), und demnach ist die Ein-
schränkung g = f |[1,+∞[ von f auf das Intervall [1,+∞[ streng monoton
steigend, insbesondere also umkehrbar; ferner ist Wg = [−5,+∞[.

Zur Berechnung der Umkehrfunktion sei y ∈ [−5,+∞[; dabei gilt

g(x) = y ⇐⇒ (x− 1)2 − 5 = y ⇐⇒ (x− 1)2 = y + 5 ⇐⇒
⇐⇒
x−1>0

x− 1 =
√
y + 5 ⇐⇒ x = 1 +

√
y + 5.

Damit ist
g−1 : [−5,+∞[→ R, g−1(y) = 1 +

√
y + 5

die Umkehrfunktion der Einschränkung g = f |[1,+∞[ von f auf [1,+∞[.

46. a) Die Stetigkeit der gebrochenrationalen Funktion

f1 : R+
0 → R, f1(x) =

x

x+ 1
,

und der Wurzelfunktion

f2 : R+
0 → R, f2(x) =

√
x,

ergibt die Stetigkeit der Komposition

f = f1 ◦ f2 : R+
0 → R, f(x) =

√
x√

x+ 1
.

Für alle x1, x2 ∈ R mit x1 < x2 gilt aufgrund der Monotonie der Quadrat-
wurzel

√
x1 <

√
x2 und damit

f(x1)− f(x2) =

√
x1√

x1 + 1
−
√
x2√

x2 + 1
=

=

√
x1
(√

x2 + 1
)
−√x2

(√
x1 + 1

)(√
x1 + 1

) (√
x2 + 1

) =

= (
√
x1 −

√
x2)︸ ︷︷ ︸

<0

· 1(√
x1 + 1

) (√
x2 + 1

)︸ ︷︷ ︸
>0

< 0,

also f(x1) < f(x2); folglich ist die Funktion f streng monoton wachsend.



b) Für alle x ∈ R+
0 gilt 0 ≤

√
x <
√
x+ 1 und damit

0 ≤ f(x) =

√
x√

x+ 1
< 1,

woraus sich zunächst Wf ⊆ [0, 1[ ergibt; zum Nachweis von
”
⊇“ sei y ∈ [0, 1[.

Mit a = 0 gilt f(a) = 0 ≤ y, und wegen

f(x) =

√
x√

x+ 1
=
x>0

1

1 + 1√
x

−→
x→+∞

1

1 + 0
= 1

gibt es ein b > 0 mit y ≤ f(b); nach dem Zwischenwertsatz existiert nun ein
ξ ∈ [0, b] mit f(ξ) = y. Insgesamt gilt also Wf = [0, 1[.

c) Zur Berechnung der Umkehrfunktion f−1 : [0, 1[ → R betrachten wir ein
y ∈ [0, 1[; dabei gilt

f(x) = y ⇐⇒
√
x√

x+ 1
= y ⇐⇒

√
x = y

(√
x+ 1

)
⇐⇒

⇐⇒
√
x = y

√
x+ y ⇐⇒

√
x− y

√
x = y ⇐⇒

⇐⇒ (1− y)
√
x = y ⇐⇒

1−y 6=0

√
x =

y

1− y
⇐⇒
y

1−y
≥0
x =

(
y

1− y

)2

,

so daß sich für die Umkehrfunktion

f−1 : [0, 1[→ R, f−1(y) =

(
y

1− y

)2

,

ergibt. Die Funktion f−1 ist als Umkehrfunktion einer streng monoton wach-
senden Funktion auf einem Intervall (bzw. als gebrochenrationale Funktion)
stetig.

47. a) Für alle x1, x2 ∈ R mit x1 < x2 gilt zunächst

f(x1) ≤ f(x2) und g(x1) ≤ g(x2),

wodurch sich mit dem Monotoniegesetz der Addition

(f + g)(x1) = f(x1) + g(x1) ≤ f(x2) + g(x1) ≤
≤ f(x2) + g(x2) = (f + g)(x2)

ergibt; damit ist f + g : R→ R monoton wachsend.

b) Wir wählen

f : R→ R, f(x) = x, und g : R→ R, g(x) = x;

damit sind f und g (sogar streng) monoton wachsend, aber die Funktion

f · g : R→ R, (f · g)(x) = f(x) · g(x) = x2,

ist weder monoton wachsend noch monoton fallend. (Eine entsprechende
Argumentation wie in a) mißlingt, da für die Anwendung des Monotonie-
gesetzes der Multiplikation eine Beschränkung auf positive Funktionswerte
nötig wäre.)



c) Für alle x1, x2 ∈ R mit x1 < x2 gilt f(x1) ≤ f(x2) und damit

(−f)(x1) = −f(x1) ≥ −f(x2) = (−f)(x2);

damit ist −f : R→ R monoton fallend.

d) Wir wählen

f : R→ R, f(x) =

{
x, für x < 0,

x+ 1, für x ≥ 0.

Damit ist f nullstellenfrei und (sogar streng) monoton wachsend. Aber für
x1 = −1 und x2 = 1 gilt x1 < x2 und

1

f
(x1) =

1

f(x1)
= −1 <

1

2
=

1

f(x2)
=

1

f
(x2);

damit ist 1
f

nicht monoton fallend.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, daß die Aussage unter der zusätzlichen
Voraussetzung der Stetigkeit von f richtig ist. In diesem Fall gilt nämlich
aufgrund des Nullstellensatzes entweder f(x) > 0 für alle x ∈ R oder aber
f(x) < 0 für alle x ∈ R; dementsprechend gilt für alle x1, x2 ∈ R auf jeden
Fall f(x1) ·f(x2) > 0, so daß aus x1 < x2 zunächst f(x1) ≤ f(x2) und damit

1

f
(x1)−

1

f
(x2) =

1

f(x1)
− 1

f(x2)
=
(
f(x2)− f(x1)︸ ︷︷ ︸

≥0

)
· 1

f(x1) · f(x2)︸ ︷︷ ︸
>0

≥ 0,

also
1

f
(x1) ≥

1

f
(x2),

folgt. Damit ist die Funktion 1
f

monoton fallend.

48. Wir betrachten die (als Differenz der beiden als stetig vorausgesetzten Funktionen
f und g selbst) stetige Hilfsfunktion

h : R→ R, h(x) = f(x)− g(x).

• Für alle x < 0 gilt, da f monoton wächst, schon f(x) ≤ f(0), und damit

h(x) = f(x)− g(x) ≤ f(0)− g(x)︸︷︷︸
→+∞

−→
x→−∞

−∞;

insbesondere gilt lim
x→−∞

h(x) = −∞, und es gibt ein a < 0 mit h(a) < 0.

• Für alle x > 0 gilt, da g monoton fällt, schon g(x) ≤ g(0), und damit

h(x) = f(x)− g(x) ≥ f(x)︸︷︷︸
→+∞

−g(0) −→
x→+∞

+∞;

insbesondere gilt lim
x→+∞

h(x) = +∞, und es gibt ein b > 0 mit h(b) > 0.



Damit ist die Einschränkung von h auf das abgeschlossene Intervall [a, b] ⊆ R
eine stetige Funktion mit h(a) ·h(b) < 0; folglich gibt es nach dem Nullstellensatz
ein ξ ∈ [a, b] mit

h(ξ) = 0, also f(ξ)− g(ξ) = 0 bzw. f(ξ) = g(ξ).

Folglich ist (ξ, f(ξ)) = (ξ, g(ξ)) ein gemeinsamer Punkt auf den Graphen Gf und
Gg.


