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Fiir alle n € N gilt
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Fiir alle n € N ist

(02 () 03 = 002 T 03"

mit Hilfe des Grenzwertes
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ergibt sich damit
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Fiir z = 0 ergibt sich
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Fir z # 0 gilt ¢ = (1—{—3) # 1 fur alle n > |z| > 0, und mit der
n,

geometrischen Summenformel ergibt sich
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Nach a) gilt fiir den Nenner
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lim n-(1—<1+—> ) v
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und nach b) ist im Zahler
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damit erhilt man
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18. Fiir die Folge (ap)nen mit a, = n - (14 (=1)") fiir alle n € N ergibt sich

) @2E=1)- (14 (-=1)*71) =0, fallsn=2k— 1 ungerade,
"2k (L4 (1)) =4k, falls n = 2 k gerade.

Damit gilt hm asr—1 = 0 und hm as, = +oo, so dal die Folge (a,)neny den
Haufungspunkt b = 0 besitzt.
Fiir die Folge (b,,)nen mit b, = (1 + % - sin (”2—”))71 fiir alle n € N ergibt sich

(sin (2£7) =sin (2k ) = 0, falls n = 4k,

o sin ((AEUT) —sin (2k7 — T) = —1, fallsn=4k—1,
sm<7>: sin @ =sin(2km—m) =0, fallsn=4k—2,
sip ((@k=3)m :sin(2k7r—3“):1, falls n =4k — 3,

L 2 2
und damit
1, falls n = 4 k,
1 " 1-H)" fallsn=4k—1
bn=<1+—-sin<nl>) = ( ”) ) 1S ’
n 2 1, falls n =4k — 2,
(1—1—%)”, falls n =4k — 3.

Die Folge (by,)nen besitzt wegen

. . 1 .
lim by, = hm bip—o =1 sowie lim by,_1=—- und lim by_3=¢€
k—o0 k—o0 e k—o0

die drei Haufungspunkte ¢; = 1 sowie ¢; = % und c3 = e.

Da durch die Betrachtung der Teilfolgen (asy_1)ken und (agg)ken von (@, )nen bzw.
(bar ) ken, (bak—1)ken, (bag—2)ken und (bar—_3)ken von (by,)nen alle Folgenglieder von
(@n)nen bzw. (by)nen erfasst werden, gibt somit genau die oben bestimmten (und
keine weiteren) Haufungspunkte.



19. Sei ¢ Grenzwert einer konvergenten Teilfolge der gegebenen Folge (a,)nen reeller

20.

Zahlen; sei etwa (ay, ),y diese Teilfolge mit

lim a,, = c.
k—o0

Folglich gilt
lim ai =%
k—oo 'k
dabei ist (aik)keN eine Teilfolge der sogar als konvergent vorausgesetzten Folge

(a?)nen reeller Zahlen. Damit erhalten wir

= lim a?> = lim a? = d?,
k—oo 'k n—00
woraus sich aber sofort ¢ = a oder ¢ = —a ergibt.

Wir betrachten die Folge (a,)nen mit

n
ap =
k=1

1

z fir alle n € N.

Wir zeigen zunédchst ager1 — age > % fiir alle ¢ € N: es gilt zum einen
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insgesamt also
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insgesamt 2¢ Summanden

Wir folgern nun, da8 (a,)nen keine Cauchyfolge ist. Eine Folge (ay,)nen ist dabei
eine Cauchyfolge, wenn die Aussage

Ve>0 dngeN Vm,n>ng: |a,—an| <e
gilt; die Negation der Aussage lautet damit
de>0 VnoeN dm,n>ng: |a, —an| > ¢

Sei nun ¢ = %; fiir alle ng € N gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein
¢ € N mit 2° > ng, und mit m = 2 > ng und n = 2! > ny gilt dann

|y, — Q| = |ageer — age| = agerr —age > § =¢.
S.0.



