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1. a) Esist
oalzgzl,agzg,agz%,a4:6:5unda5: sowie
o b = 1—11+11 :211, by = 1+§1+§1 :2;1, by =1—-1+4 =1
b) Die Berechnung der ersten fiinf Folgenglieder unter a) legt nahe, daf} die
Folge (an)nen streng monoton wachsend ist; dies 148t sich auf verschiedene

Weise zeigen:

e Fiir alle n € N gilt
_2n+1_2(n+2)—3_2 3

B Cn+2
und damit auch
a =2 — 3 :
nH n+3’
3
wegen n + 2 < n+ 3 ist > und damit
n -+ 2 n -+ 3
3 3

an:2_ :a,n+1.

<
n+2 n+3
e Fiir alle n € N gilt

2n+1 - 2n+3
n+2 n—+3
<~ 2n+1)(n+3)<2n+3)(n+2) <
— 20’4+ Tn+3<2n’+7n+6 < 0<3

ap < Apy1 <

Da die Aussage 0 < 3 richtig ist, ist auch die geméB den Aquivalenz-
umformungen (,, <= “) gleichwertige Aussage a, < @, richtig.

e Fiir alle n € N gilt
2n+3 2n+1 (2n+3)(n+2)—(2n+1)(n+3)

Qpy1—0an =

n+3 n+2 (n+3)(n+2)
@20+ Tn+6)—(2n*+Tn+3) 3 -
B (n+3)(n+2)  (n+3)(n+2)

und damit a,, < a,41.



e Fiir alle n € N gilt

Uny1 2n4+3 n+2  2n°4+7n+6
an n+3 2n+1 2n2+7n+3

und damit a,, < a,1; hierbei geht a,, > 0 ein.

Die streng monoton wachsende Folge (a,)nen ist insbesondere (etwa durch
a; = 1) nach unten beschrinkt; des weiteren ist (a,)nen Wegen

n=2— <2
¢ n+2
fiir alle n € N auch nach oben beschrénkt.
Wegen by = 1 < g = by und by = AZL > g = by ist die Folge (b,)nen weder
monoton fallend noch monoton wachsend; genauer gilt fiir alle m € N
(—1)%m 1 1 1
bo, =1 =14 —+—=>1
? o 2m N (2m)? i 2m - (2m)?
und
(_1)2m+1 1
b m - 1 =
2t =TT T Gmy 1)
1 1 2m

=1-— =1—-—<1
2m+1+(2m+1)2 2m+1)2 7

folglich also bo,, > 1 > byyi1 und bopyay < 1 < boyis.

Fiir alle n € N gilt mit der Dreiecksungleichung

(=n" (=n"

1 1
]bn!:‘1+—+—2‘§!1]+‘
n n

n2

1 1
:1+—+—2,
n n

i

1 1

und wegen — < 1 und —; <1 folgt daraus |b,] < 1+141=3; damit ist
n n

die Folge (b,)nen beschriankt.

Wir zeigen, dal die Folge (a,)nen den Grenzwert a = 2 besitzt. Zu jedem

1
e > 0 gibt es ein ng € N mit — < g, und fiir alle n € N mit n > ng gilt
No

an —a| =

2n+ 1 o _ 2n+1)—2(n+2)|
n+2 N n+2 n
3 3 1

= <Z2=3.—-<3

-3 €
n+2 7" ng no 3

n+2

= E.

Wir zeigen, dal die Folge (by,)nen den Grenzwert b = 1 besitzt. Zu jedem
1
€ > 0 gibt es ein ng € N mit — < g, und fiir alle n € N mit n > ng gilt

No
1" 1 1" 1
=T ST
n n n n
(—1)" 1 1 1 1 1 1 1
<4<+ < -+ -=2.-<2. —<2.-=¢
n n? n n:Z - n n n no




c)

,n =10
10% = 1000 < 1024 = 29

S —n+ 1%

(n+1)3:n3+3n2+3n+1§n3+3n2+3n+n:n3—|—3n2+4n§
<nd4+3n24+n-n<nP+An’<ni4n-n?=2n3<2.2n ="t

2 1 1
Fiir alle n € N mit n > 10 gilt 0 < n < —; wegen lim — = 0 gilt dann
2”2 n n—00 N
nach dem Schrankenlemma auch lim on =0.
n—oo 2N
) 1 . . . n®> 1 1
Sei ng = — = 1000; fiir alle n € N mit n > ng gilt dann — < — < — =«
€ 2" n T ng

3. Fir die beschrinkte Folge (by,)nen reeller Zahlen existiert eine Schranke M > 0
mit |b,| < M fiir alle n € N.

a)

Ist die Folge (a,)nen beschrénkt, so gibt es eine Schranke AM* > 0 mit
la,| < M* fiir alle n € N. Damit gilt aber

| bn| = |an]| - [bu] < M - M*

fiir alle n € N; folglich ist auch die Folge (a, by, )nen beschrankt.

Die konstante Folge (a,)neny mit a, = 1 fiir alle n € N ist konvergent, und
die alternierende Folge (b, )neny mit b, = (—1)" fiir alle n € N ist beschrankt;
fiir die Folge (a, by)nen gilt dann a, b, = (—1)" fiir alle n € N, und damit
ist (ay, by)nen nicht konvergent.

Ist (a,)nen eine Nullfolge, so gibt es zu jedem £ > 0 ein ng € N, so daf§ fiir
alle n > ng gilt

€
n| — n_o < —
an] = lan 0] < =
und damit .
nbn — 0l =la,| - |b,| < — - M =¢;
b = 0] = Jan| - o] < =+ M =
damit ist auch (a, b,)nen eine Nullfolge.
Fir alle n € N ist
1 1 1 1
r——<r-— und r+ <r+—;
n n+1 n—+1 n

damit gibt es, da QQ dicht in R liegt, rationale Zahlen a,, und b,, € Q mit

1 1 1
r——<a, <r-— und r—+ <b,<r—+-—.
n n+1 n+1 n



Fir alle n € N ist

< < L d L < < —1
r——<a, <r-— un r— Qn, r—
n n+1 n+1 1 n+2
und damit .
ap < T — < Gpat;
nal +1

damit ist die Folge (a,)nen streng monoton wachsend. Wegen

1 1
lim (r——)zr und lim (7"— )zr

ist nach dem Schrankenlemma auch die Folge (a,),en konvergent, und es

gilt lim a, =r.
n—oo

Fir alle n € N ist

1 1
<b, <r+— und T+ <bpp1 <r+——

r—+
n+1 n n+2 n+1

und damit

bn >r+ > bn—‘rl;

n+1

damit ist die Folge (b, )nen streng monoton fallend. Wegen

. 1 . 1
lim (r+ =r und lim (r+—) =7
n—o00 n + 1 n—00 n

ist nach dem Schrankenlemma auch die Folge (b,)nen konvergent, und es
gilt lim b, =r.

n—oo




