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Ubungen zur Vorlesung
. Differential- und Integralrechnung I*
— Losungsvorschlag —

a) Fir z > 1ist Inz > 0, mit der Definition der allgemeinen Potenz also

f:]l,00[ =R, f(z)=(lnx)"* = elnein(inz) — po(@)
Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir f'(z) = €9 . ¢’(z), und fiir ¢’ ergibt
sich mit Hilfe der Produktregel und der Kettenregel fiir den zweiten Faktor

1 1 1 1
/ — — . P =
g(z) = - In(lnz)+Inx T (In(Inz) + 1),

insgesamt also
1
f/(SE) _ 6g(ar:) i g/(m) _ 6lnx~ln(1n:z:) L (ln(ln {L’) + 1) —
x

~ (n2)" L (n(ng) + 1) = f(z) - i (In(lnz) + 1)

SR

fur alle z € |1, 00].

b) Mit wiederholter Anwendung der Kettenregel erhalten wir

) 1 1
)= e (2 5 e )
B 1 2x-Val+1+z

oVt veErl Vit

B $-(2\/3€27+1+1)
_2\/x2+\/x2+1-\/:172+1

fiir alle z € R.

c¢) Uber die Potenzgesetze erhalten wir

h:R— R, h({)’}) — .172 . (esinx)COS:c _ :L‘Q ‘ eSinarcosx’
so daf} sich mit der Produktregel und der Kettenregel fiir den zweiten Faktor

h/(l') — Q. efinTcosT | .352 . eSinz-cosT (COSQ$ _ sin2 QZ’) _

— SinweosT (2 T4 x?- (0052 x — sin? x))

fiir alle € R ergibt.



d) Fir z > % ist Inz > ln% = —1 und damit Inz + 1 > 0, mit der Definition
der allgemeinen Potenz also

k H@O[ - R, k(x)=(nzx+ 1)% — ern(nz+1) _ og(x)

Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir k'(x) = ¢9® . ¢/(z), und fiir ¢’ ergibt
sich mit Hilfe der Produktregel und der Kettenregel fiir den zweiten Faktor

1 1 1 1

1
() = —— .1n (1 DN =~ -
g(x) 2 n (Inz + )+x Inz+1 =z x2(

1
Inx +1

—In(lnz + 1)),

insgesamt also

Fla) = gl

fiir alle x € ]%,oo[.
46. Die zu betrachtende Funktion

z-g(x), firz >0,
h:R—=R, h(z)=|z| -g(x)=<0, fiir x =0,
—x-g(x), firz <D0,

ist (wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von g) nach der Produktregel
zunéchst in allen Punkten a # 0 differenzierbar mit

) = gla)+a-g(a), fira>0,
"(a) {—g(a)—a~g’(a), fiir a < 0;

mit der Stetigkeit von ¢ (im Punkte a = 0) ergibt sich

h(z)—h : -
(@) =hO) _ ol og@ =0 el o0y
z—0 x—0 X ~~ z—0
—+1 —9(0)=0

so dal h auch im Punkt a = 0 differenzierbar ist mit A’(0) = 0. Die Ableitungs-
funktion A’ : R — R ist zunéchst aufgrund der Stetigkeit von ¢ und ¢’ in allen
Punkten a # 0 stetig; ferner gilt mit der Stetigkeit von g und ¢’ im Punkte a = 0
auch

W)= gle) + 2 ge) =3 0=1(0)



47.

sowie entsprechend

Wx)=— glx) —x_-g(x) — 0="1'(0),
~~ ~ ~ z0—
—g=0 70 —g(0)

weswegen h' auch im Punkte a = 0 stetig ist. Insgesamt ist also h eine stetig
differenzierbare Funktion.

Die gegebene Funktion

x—i—xg-sin%, fir x <0,
e’ —1, fiir x > 0,

f:R—=R, f(x):{

ist zunéchst fiir alle x # 0 als Summe, Produkt und Verkettung differenzierbarer
Funktionen differenzierbar; dabei gilt

1 1 1 1 1
f(z)=1+ <2x-sin—+x2-cos—~ (——2)) =142z sin— — cos —
T T T x T

fir alle x < 0 sowie f'(x) = € fiir alle x > 0.

Zum Nachweis der Differenzierbarkeit von f an der Stelle 0 betrachten wir das
Grenzverhalten des Differenzenquotienten: fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt

lim M — lim g -1
x—0+ z—0 r—0+ €T

geméfl Satz 5.4 (3) bzw. als Differentialquotient der Exponentialfunktion an der
Stelle 0; fiir den linksseitigen Grenzwert gilt dann

‘f(x)—f(())_l‘ m_l':‘(m.smz)_l\:
r—0 T L

1 1
= :c~sin—‘ = |z| - sin—‘ <|z| — 0,
xT T z—0
——
<1

woraus sich unter Verwendung des Schrankenlemmas
lim (—f (@) = 7O) _ 1) —0  bow  lip OO
r—0— €T — O x—0— €T — O

ergibt. Insgesamt ist f differenzierbar mit

1+2x~sin%—cos%, fir x <0,
f"R=>R, fl(z)=<1, fiir x = 0,

ev, fiir > 0.

Zum Nachweis, daf3 die Ableitung f’ im Punkt 2 = 0 unstetig ist, betrachten wir
die Folge (an)nen in Dy mit
1

a, = ——— fiir alle n € N;
2n



damit ist lim a, = 0, aber
n—oo

fan) =1+

sin(—2n7)—cos(—2nmw) =0 — 0+#1= f'(0).
—2NT ~ ~ / (. - n—o0
=0

~
=1

Damit ist f’ unstetig im Punkt = = 0, insbesondere also f nicht stetig differen-
zierbar.

48. a) sinh und cosh sind als Differenz bzw. Summe differenzierbarer Funktionen
selbst differenzierbar, und fiir alle x € R gilt

ow 1 x -zl _ 1 x —z\ _
smhx—Q(e e “( 1))—2(6 +e ") =coshz
sowie ] ]
cosh’z = 3 (e" +e7*(-1)) = 3 (e" —e™*) =sinhua.

b) Arsinh ist als Summe und Verkniipfung differenzierbarer Funktionen selbst
differenzierbar, und die zweimalige Anwendung der Kettenregel liefert

Arsinh’ x =

1 1
r+vVa2+1 ( 2V +1 ( ))
e )
_ 1+ -
x+vVr2+1 22 +1
1 Vii+14+x 1

_a:—i—\/xQ—l—l. Viz+1 V2 rl

fiir alle z € R. Alternativ 148t sich mit Hilfe der Ableitungsregel fiir Um-
kehrfunktionen wie folgt argumentieren: sinh ist eine stetige und streng mo-
noton wachsende Funktion, die in allen Punkten ihres Definitionsintervalls
R differenzierbar ist mit sinh’z = coshz > 0 fiir alle z € R; damit ist die
Umkehrfunktion Arsinh differenzierbar, und fiir alle x € R gilt

1 1
sinh’(Arsinhz)  cosh(Arsinhx)
1 1

\/ sinh®(Arsinh z) + 1 vt 41

Arsinh’ x =

dabei geht die Beziehung cosh?y — sinh?y = 1, also coshy = +/sinh?y + 1
fiir alle y € R ein.
c) Arcosh ist auf dem Intervall |1, 00[ als Summe und Verkniipfung differen-

zierbarer Funktionen selbst differenzierbar; dabei kommt die Nichtdifferen-
zierbarkeitsstelle @ = 0 der Wurzelfunktion wegen z? — 1 > 0 fiir alle z > 1



nicht zum Tragen. Die zweimalige Anwendung der Kettenregel liefert

Arcosh’ x =

el (R =)

1 T
- —_— . 1+— I
r+Va2—1 ( :1:2—1)
B 1 \/xQ—l—i—x_ 1
_:E+\/ZE2—1 Vi -1 _\/:p2—1

fir alle € |1, oo[. Alternativ 148t sich mit Hilfe der Ableitungsregel fir Um-
kehrfunktionen wie folgt argumentieren: cosh \Rg ist eine stetige und streng
monoton wachsende Funktion, die in allen Punkten ihres Definitionsinter-
valls R differenzierbar ist mit cosh’z = sinhz > 0 fiir alle z € RT; damit
ist die Umkehrfunktion Arcosh auf |1, oo differenzierbar mit

1 1
cosh’(Arcosh )  sinh(Arcoshz)
1 1

\/ cosh?(Arcoshz) — 1 vt —1

Arcosh’ z =

fiir alle y € RT ergibt sich nimlich aus der Beziehung cosh? y — sinh?y = 1
zunéichst sinh?y = cosh?y — 1 und unter Beriicksichtigung von sinhy > 0

schlieBlich sinhy = /cosh®y — 1.



