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37. a) Wir zeigen die Stetigkeit von f in jedem Punkt b € R:

e Die Einschrénkung f|j_sca von f auf |—oo; 1] ist als quadratische Funk-
tion stetig; folglich ist f in allen Punkten b € |—o0; 1] stetig.

e Die Einschréankung f|j1,0f von f auf |1; oo ist als quadratische Funktion
stetig; folglich ist f in allen Punkten b € |1; oo stetig.

o Fiir b=1 gilt
lim f(z)= lim (az(2—2z))=a-1-(2—1)=a= f(1)

z—1+ r—1+

und

lim f(z) = lim (2 —2z+a+1)=1"-2-14+a+1=q

r—1— z—1—

damit ist f im Punkt b = 1 stetig.
Insgesamt ist also die Funktion f stetig.
b) Fiir alle z > 1 ist

f@)= az -2-x) — —o,

T—00
und fir alle z < 1 ist
fle)= oz, -(r—2)+(a+1) T o
7T — —x

T—r—00
- xT—r—00

Sei y € R; wegen lim f(x) = —oo gibt es ein d > 0 mit f(d) < y, und
T—>00
wegen lim f(x) = oo gibt es ein ¢ < 0 mit f(c) > y; wegen der Stetigkeit
T——00

von f existiert also nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [¢;d] mit f(§) = v.

Folglich gilt Wy = R.

c) Wir treffen die folgende Fallunterscheidung:

o Fir v < 1gilt f(z) =2*—-2z+a+1= (z—1)*+ a; damit ist der
Graph G im Bereich |—o0; 1] der linke Ast einer nach oben gedffneten

Parabel mit dem Scheitel (1;a), und demnach ist f auf |—oo; 1| streng
monoton fallend.



o Fiirz > 1gilt f(z) =az(2—2) = —a(z—1)*>+a; damit ist der Graph
Gy im Bereich [1; co[ der rechte Ast einer nach unten gedffneten Parabel

mit dem Scheitel (1;a), und demnach ist f auf [1; co[ streng monoton
fallend.

Damit ist die stetige Funktion f streng monoton fallend, insbesondere also
umkehrbar. Zur Berechnung der Umkehrfunktion sei y € R.

e Fiir y > aist x < 1, und es gilt

f@)=y &= (-1’ +a=y &= (t-1)’=y-a <

= r-1l=—\y—a <= z=1—-+y—a.

z—1<0

o Fiir y <aist x > 1, und es gilt

flx)=y <= —a(r—1) ’+a=y <= —a(z—-1)>=y—a

= (a:—l)Qzl—y = r-1=,/1-¢ = $:1+”1_g
a z-1>0 a a

Insgesamt erhélt man also

T g g <
1 RSR, f_l(y)z 1+/1-24, firy<a,
1—Vy—a, firy>a.

38. a) Aus der Stetigkeit der beiden linearen Funktionen
fl:R%RJ f1<.’17>:37,

und
fZ:R%Ra fQ(x):$+17

sowie der Betragsfunktion
fs:R—=R,  f3(z) = |z,
ergibt sich die Stetigkeit der Komposition
fi=faofs:RoR, fu(z) = f2(fs(2)) = [z + 1,
sowie der Quotientenfunktion

f—ﬁ:R—HR, f(x):fl($) ’

A falw) ~ o[+ 1

Zum Nachweis der Monotonieeigenschaft seien x1, o € R mit x1 < x5.

e Fall 1: 0 < xy < z9: damit ist

I T 1 1
x1) = = =1- bzw. T9) =1—
f(x) 2| +1 oz +1 T+ 1 J(x2) zo+ 1
und wir erhalten 1 < xy +1 < 29 + 1 und damit
1 1 1 1

also  f(z)=1-—

= f(x2).

> , <
131+1 ZE2+1 l’2+1 $2+1



e Fall 2: 1 < 0 < z9: damit ist

T )
J(x) o | +1 T |z +1 J(x2)

e Fall 3: 1 < 29 < 0: damit ist 0 < —x9 < —x1, woraus sich geméafl Fall 1
dann f(—x9) < f(—z1) ergibt. Wegen

—X T
f( xl) |—l'1|+]_ |I’1|+1 f('rl) W f( 32'2) f(‘rQ)
erhalten wir — f(z2) < —f(x1), also f(x1) < f(x2).
Damit ist die Funktion f streng monoton wachsend.

b) Fiir alle z > 0 gilt

1 1
flz)=1- 1 und damit  lim f(z) = lim (1— ) =1,

x T—00 T—00 x+1

und fiir alle x < 0 gilt

f(z) =—=f(—x) und damit lim f(z)= lim —f(z) = —1.

T—r—00 T—r0o0

Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung der strengen Monotonie zunéchst
Wg C ]—1;1[; zum Nachweis von , D¢ sei y € |—1;1[.

e Wegen lim f(x) =1 gibt es ein b > 0 mit y < f(b), und
T—00
e wegen lim f(x) = —1 gibt es ein a < 0 mit f(a) < y;
T—r—00
nach dem Zwischenwertsatz gibt es nun ein £ € ]a; b[ mit f(§) = y. Insgesamt
gilt also Wy = ]—1;1[.

¢) Zur Berechnung der Umkehrfunktion f~!:]—1;1[ — R betrachten wir ein
y € |—1;1[ und treffen dabei die folgende Fallunterscheidung;:

e Fall 1: y > 0. Fiir alle z > 0 gilt

1 1
f@) =y r+1 4 Y r+1
1 1 1—(1-
— =241 = r=—--1= ( y): Y
-y -y -y -y

e Fall 2: y < 0; damit ist —y > 0. Fiir alle z < 0 ist —x > 0, und es gilt

f)=y <= f(-2)=—y <=

-y Y Y
— == = =
1—(-y) l+y l+y
Zusammenfassend erhalt man also fiir die Umkehrfunktion
_ _ Y
-1 =R, iy = ——.
|1:1] W)= 2

Die Funktion f~! ist als Umkehrfunktion einer auf einem Intervall (hier:
Dy = R) definierten, streng monotonen (hier: streng monoton wachsenden)
Funktion f stetig.



39. a) Im Falle f(0) = f(a) kann £ = a gewéhlt werden; sei also im folgenden
f(0) # f(a). Wir betrachten die Funktion

g9:10;a] =R, g(z) = f(x) = flz —a).
Da
fiif0a >R, fi(z) =z —a,

als lineare Funktion stetig ist, ist wegen der Stetigkeit von f auch

fa=Ffofi:[0al =R, folz) = f(fi(z)) = f(z —a),

stetig, und damit ergibt sich die Stetigkeit von
9= floa — f2:[0;a] = R, g(z) = f(z) — fo(z) = f(z) — flz — a);

dariiber hinaus gilt

9(0) - g(a) = (£(0) = f(=a)) (f(a) = £(0)) = = (f(a) = f(0))" < 0.
Nach dem Nullstellensatz existiert also ein £ € [0,a] mit g(§) = 0; damit
gilt aber £(¢) = (¢ — a).

b) Die Funktion f : [—a,a] — R, f(z) = (22 — a?) (z + 2a) ist (als Polynom-
funktion) stetig, und es gilt f(—a) =0 = f(a). Fiir £ € [0; a] gilt:

f&) =f(§—a) —
(€ —a”) (€ +2a) = ((§—a)’ —a”) (§ —a) +2a) =
(E—a)(€+a)(§+2a) = (€ —2€a) (§+a) =

&+a>0
= (E—a)(+2a)=¢—2¢a —

E+aé—2a>=€6>—-2¢a < 3¢a=2d <§)> &=

a

W

40. Wir betrachten die (als Differenz der beiden als stetig vorausgesetzten Funktionen
f und g selbst) stetige Hilfsfunktion

h:R—=R, h(x)=f(x)—g(x).
e Fiir alle z < 0 gilt, da f monoton wéchst, schon f(z) < f(0), und damit

hz) = fz) —g(x) < f(0) = @ —  —00;

T——00
——+00

insbesondere gilt lim h(z) = —oo, und es gibt ein a < 0 mit h(a) < 0.

Tr—r—00
e Fiir alle z > 0 gilt, da g monoton fillt, schon g(z) < g(0), und damit
h(z) = f(z) = g(x) = f(z) —g(0) — +o0;
N—— T—+00

—+00

insbesondere gilt lim h(z) = +oo, und es gibt ein b > 0 mit A(b) > 0.

T—+00



Damit ist die Einschrankung von h auf das abgeschlossene Intervall [a;b] C R
eine stetige Funktion mit h(a)-h(b) < 0; folglich gibt es nach dem Nullstellensatz
ein € € [a;b] mit

h(§) =0, also f(§) —g(§) =0 baw. f(&)=g(s).

Folglich ist (&; f(€)) = (§;9(§)) ein gemeinsamer Punkt auf den Graphen Gy und
Gy.



