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29. In Abhéngigkeit vom Parameter x € R ist die Reihe

o0 2 n
Z an mit an = ( I>2 fir alle neN
vt 14+ x%n

zu betrachten. Fir z = 0 ist a,, = 0 fur alle n € N und damit die Reihe Z G,

konvergent. Fiir  # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € N mit i
ns1| _ ' (22)"* 142 [(22)™ 1™ PYE 1+ 2"
a 1+ 22D (27)n (2x)r 1+ x2nt2 1 4 g2n+2’
wodurch die folgende Fallunterscheidung motiviert wird:
e Fall 1: 0 < |z| < 1. Damit ist nh_)rgo *" = 0 sowie nh_)rrolo 2?2 = 0, woraus sich
n
B el p e = 2l g =2l

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z ,
n=1
— fiir 2 |z] < 1, also fiir 0 < |z| < 1, konvergent sowie
— fiir 2 |z| > 1, also fiir 3 < |z| < 1, divergent.
Fiir 2 |z| = 1, also fiir |z = 1, ist die Folge (a,)nen gemiB
2 n n n
ay |_ 2l _ @) _ 1 1
Lo | 14a? 14+ @) 14 (3)" noe 140

an] = ]

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.
n=1

e Fall 2: |z| = 1. Damit ist 2°" = 1 sowie 22" = 1 und folglich

n 1 n 141
Un+1 :Q‘x’.+—$: .1.L:2
y, 1+ g2nt2 1+1
fiir alle n € N, weswegen die Reihe Zan nach dem Quotientenkriterium
n=1

divergiert.



2n
e Fall 3: [z| > 1. Damit ist 0 < L < 1 mit lim — = lim (L) — 0,
|| n—oo 2N z—o0 \ |7l

woraus sich
2 1
o (1)

Ang1| 1+ 22" B
ap, = 2l 1+x2”+2_2’ | 22 (o + 2?) B
1
o+ 1 0+1 1 2z 2
— |y 2 2zl - =9yl — =2 &
o — +a? oo 2 0+ 22 = 2 |z]2 |

ergibt; nach dem Quotientenkriterium ist also in diesem Fall die Reihe Z p
n=1

— fiir ‘2?' < 1, also fiir 2 < |z|, konvergent sowie
— fiir ‘2—| > 1, also fur 1 < |z| < 2, divergent.
=1, also fiir |z| = 2, ist die Folge (a,)nen geméaB

Fﬁr%
P 2 B G 1) G
"ol 4a?| 142 14 (22 1447
B 4n 1 1
A (L 41 41 noo 041

keine Nullfolge und damit insbesondere die Reihe Z a, divergent.

n=1

o0

Insgesamt konvergiert die gegebene Reihe Z a, genau dann, wenn
n=1

2| < 3 oder |x| > 2

ist, also genau fiir alle
x € |—o0; —2[U]—1; [ U]2; 400

30. Wir betrachten die Reihe
—1)"
) fiir alle n € N.

> 1
by, 1t b, = —
; mi i + \/ﬁ

a) Wir bestimmen zunéchst das Vorzeichen der Reihenglieder b, fir alle n € N:

ist n gerade, so ergibt sich
1 (=1 1 1
b = — + =+ —=
>0 >0

ist n ungerade, so ergibt sich

b=+



sowie

0
/—fﬁ
1 - 1 -1 1-
bn:——i-( ) =—4 —== \/ﬁ<0 fir n>3.
>0

Fiir alle n € N mit n > 2 erhalten wir demnach

0 0
A |
b, -b,i1 <0 fir n gerade und damit n + 1 ungerade
b

n ~bny1 <0 fiir n ungerade und damit n + 1 gerade
—~—

<0 >0
und damit stets b, - b, 1 < 0.

1
b) Bekanntlich gilt lim — =0 und lim — = 0. Wegen

n—oo M n— 00 \/_

1 1"
— 0 ist auch lim )
IR

%noo nHOO\/ﬁ

o L

vn

und wir erhalten

b - tim (L CDY - L 5 oo
= i (G ) = Jim i S =000,

damit ist (b, )en eine Nullfolge.

c) Nach Aufgabe 22a) von Tutorium 6 gilt: ist ch divergent und Zd"

n=1 n= 1
konvergent, so ist Z ¢n, £ d,) divergent. Da die harmonische Reihe Z —
n=1
_1)n

divergiert und die alternierende Reihe Z konvergiert, divergiert auch

o (1 (—w? -
die Reihe (— 4+ —) = by,.

Fiir alle n € N gilt

NG

1 —
b= L4
n

und damit ist

-1 1
Zb —Z— “ay mit an:( ) +% fir alle n € N.

n=1



Dabei gilt zum einen gemé$ a)

an: —_=

by, b, >0, fiir n gerade,
—b, > 0, fiir n ungerade,

also a,, > 0 fiir alle n € N, und zum anderen gemé8 b)

mr—\b"
=S

': |b,| — 0,
n—oo

also lim a, = 0; dagegen ist die Voraussetzung des Leibnizschen Konvergenz-
n—o0

kriteriums verletzt, dafi die Folge (a,)nen (zumindest ab einem Index ny € N)
monoton fallend ist. Fiir alle geraden n € N gilt zwar

(-t 1 (- 1
i = (B e gt) - (S
1 1 1
_n—|—1+\/n—+1 %
1 1 1 1
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1
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und damit a,1 < a,, fiir alle ungeraden n € N gilt aber

Api1 — Ay, = — —
1 n+1 vn+1 n n
1 1 1 1

1l Vnil n v
- (ni1+%)_(%_\/nl—+1)

mit
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zusammen also

1 1 1 1
(pt1 — Qp = +{—=|—=- >0
RS Uil €2,

und damit a1 > a,.



31. a) Eine gebrochenrationale Funktion ist auf ganz R mit Ausnahme der Nullstel-
len des Nenners definiert; wegen 2% = 4 <= z = +2ist also D = R\ {£2}.

b) Fiir alle z € D\ {0} gilt
(x—2?%  (x—-2?%  x—-2 1-2

) = =92 zr2 142

Damit ergibt sich

1-2
und 5
. . X
i ) = iy S =0
sowie 5
. . T —
und 5
. . xr —

c) f ist als gebrochenrationale Funktion in ihrem Definitionsgebiet D stetig;
fiir ihren Graphen ergibt sich:




32.

a) Wir betrachten die Funktion

1
fiRN{0} =R, f(x)=
T 1+ %2
Fiir alle z € R\ {0} gilt
f(x) 1 1 1 ||
€T) = = — fr—y
o 14+ L 2l evVat 41 Va?
und damit erhélt man
x] 1

lim f(z) = lim B

z—00 z—oo - /2 4+ 1 r>0 z—>oo I2 +1 =0
und
lim f(x)= lim _ el =1
z—0+ =0+ p /22 + 1 $>0 a:—>0+ VT 1
sowie o
lim f(z)= lim I =0
T——00 z——00 1 . A/ 2 +1 a:<0 zﬁoo I2 1
und )
lim f(xz)= lim _ el = lim —— = —1.

z—0— t=0— p . v/x2 +1 2<0 2=0— /22 + 1

b) Wir betrachten die Funktion

foRAA{O} =R, f(z) =

Fiir alle z > 0 ist

f(w):xz—lyc\ :x2—x:x-(x—1):x_1’

T T xz

und damit erhalt man

lim f(z) = lim(z —1) =00 und lim f(z)= lim (x —1) = —1.

T—00 T—00 r—0+ z—0+
Fiir alle z < 0 ist

2 — |z 2?4+ x - (x+1
fla) = [ A ):x+17
T T T

und damit erhalt man

lim f(z)= lim (z+1)=—0c0 und lim f(z)= lim (z+1)=

T——00 r——00 z—0— z—0—



