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Sei # € R. Wegen (—1)"2?" = (—2?)" fiir alle z € Ny handelt es sich bei

der Reihe Z(—l)”x% um die geometrische Reihe Z ¢" mit ¢ = —2?; diese
n=0 n=0

konvergiert aber genau fiir |g| < 1. Wegen
g <1 <= | -2 <1 <= |2]*<1 <= 7| <1

oo

konvergiert also die Reihe Z(—l)"x% genau fiir alle z € R mit |z| < 1.
n=0

Fir alle x € R mit |z] < 1 gilt gemafl der Summenformel fiir geometrische

Reihen
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22. Fiir n € N betrachten wir die n—te Partialsumme
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Fiir jedes x € R ist damit (s, ),en die Folge der Partialsummen
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also die geometrische Reihe
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diese konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist, wegen
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x?+2
— 3zl <2 +2 = 0< |2)* = 3|z|+2 <=
— 0<(Jz| -1 (Jz| -2) < (Jz| <1 oder |z|>2)




also genau fiir
x € ]—o00,—2[U]-1,1[U]2,00][,

und in diesem Fall gilt gemafl der Summenformel fiir geometrische Reihen
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23. a) Wir betrachten zuerst die Reihe

Y e

mit a,, = fir alle n € N.
Vo n4n

e Fiir alle n € N gilt
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damit ist (a,),en eine Nullfolge.
e Fiir alle n € N gilt n < n + 1, wegen der Monotonie der Quadratwurzel

vn < v/n+ 1, zusammen also n++/n < (n+1)++/n + 1, erneut wegen
der Monotonie der Quadratwurzel also \/n + /n < \/ n+1++vn-+1,

und demnach insgesamt
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damit ist (a,),eny monoton fallend.
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Insgesamt ist (a,)n,en eine monoton fallende Nullfolge, und daher konver-

giert die alternierende Reihe Z(—l)"an nach dem Leibnizkriterium. Wir
n=1
betrachten nun die Reihe
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Vintn—yn

fiir alle n € N. Wegen
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mit a, =

n+n 1+—+1 — VI+0+1=2
n—oo
ist (ay)nen und damlt auch ( )"a, )nen keine Nullfolge, und daher diver-

giert die Reihe Z(—l)”an.
n=1

b) Wir betrachten zuerst die Reihe
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sowie die (dazu) verdichtete Reihe
Q"La m = 2”1' = _ = — = . )
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Die verdichtete Reihe Z 2™ agm hat die Gestalt der geometrischen Reihe

m=0
Z g™ mit ¢ = \/ii; wegen |¢q| < 1 konvergiert die verdichtete Reihe und da-
m=0
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mit nach dem Cauchyschen Verdichtungskriterium auch die Reihe Z

Wir betrachten nun die Reihe
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n=1 n=1

sowie die (dazu) verdichtete Reihe
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Wegen
Un — 1 gilt insbesondere le — L 1,
n—00 V/2m m—oo 1
so dafl die verdichtete Reiolrée damit nach dem Cauchyschen Verdichtungs-
kriterium auch die Reihe ; - \177% divergiert.



24. Fiir die gegebene Folge (a,,)nen positiver reeller Zahlen werden die beiden Reihen

o o a
an und b, mit b, = - fir alle neN
; ; 1+a,

betrachtet; es bezeichne s, = Z ap bzw. t, = Z b, die n—te Partialsumme.
k=1 k=1
Fiir alle n € N gilt dabei wegen

O<a,<1l4+a, dann 0<b, = &n <1
1+a,
mit
b, = n < (1+a,) b, =a, < b, +ayb, =a, <
1+a,
by,
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Da die Reihe an nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (b,)nen ihrer

n=1
Glieder eine Nullfolge; damit ergibt sich aber auch

lim a, = lim bn = nlggobn = 0 =0
n—oo ' moool—b, 1—1limb, 1—-0
n—oo

Folglich gibt es insbesondere zu € = 1 ein ny € N, so daf fiir alle n > ny dann
la, — 0] < ¢, also —1<a,<1 unddamit 0<1+a, <2

gilt, und wegen

4= (1+a,) —2— <2. " _op,
—— 1l+a, 1+a,
<2 —\f—>0

ergibt sich

n n n
Sp = Spy + Z ar < Spy + Z 2bp = Sp, + 2 Z bkbk§>03n0+2tn.
k=no+1 k=no+1 k=no+1

Da die Reihe ib" nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge (¢,)nen nach

oben beschlrémil{?1 es gibt also ein K € R mit ¢, < K fiir alle n € N; damit gilt
Sn < Spy + 2t <5y +2K

fiir alle n > ng, so Oéiaﬁ die Folge (s,)nen ebenfalls nach oben beschrankt ist und

folglich die Reihe Z a, nichtnegativer Glieder nach Satz 3.6 1) schon konvergiert.

n=1



