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n+(=1)"-Bn+1)

17. Fir die Folge (ap)peny mit a,, = fiir alle n € N ergibt sich

—4k+1 —4+l

falls n = 2k — 1 ungerade,

_ ) 2k—1 2-4 ’
" 1 8
8k + = il k, falls n = 2 k gerade.
2k 2
Damit gilt hm asp—1 = —2 und llm as, = 4, so dafl die Folge (a,)nen die

Haufungspunkte by = —2und by = 4 besﬂ;zt
Fiir die Folge (by)nen mit b, = (—1)" + cos (%) fiir alle n € N ergibt sich

(cos (857) = cos (2k ) = 1, falls n = 8k,
cos w :cos(2k:7r—§):‘/7§, falls n =8k — 1,
cos W :cos(2k7r—g):O, falls n =8k — 2,
<n7T> cos w = COS (2k7r— ?jf) = —*/75, falls n = 8k — 3,
cos(— | =
4 cos w =cos(2km —7m) = —1, falls n = 8k — 4,
cos @ :cos(ZkW—%):—%i, falls n =8k — 5,
cos @ ZCOS(ZI{W—%”):O, falls n = 8 k — 6,
 cos w :cos(2k7r—%):§, falls n =8k — 7.

Die Folge (COS (%))RGN besitzt die Haufungspunkte —1, 0 und 1 fiir die geraden

n € N bzw. —\/75 und \/75 fiir die ungeraden n € N; damit besitzt die Folge (b,)nen

die Haufungspunkte 0, 1 und 2 fiir die geraden n € N bzw. —1 — ‘/75 und —1+ \/75

fiir die ungeraden n € N, insgesamt also die Haufungspunkte

V2 V2

c1=0, co=1, c3=2, 04:—1—7 und 05:—1—1—7.

Da durch die Betrachtung der Teilfolgen (asy_1)ken und (ag)ken von (@, )nen bzw.
(bsk)kens - - - (bsk—7)ken von (b, )nen alle Folgenglieder von (a,)nen bzw. (by)nen

erfafit werden, gibt es somit genau die oben bestimmten (und keine weiteren)
Héufungspunkte.



18. Fir die Folge (an)nen, reeller Zahlen gebe es eine Konstante ¢ € [0, 1] mit der
Eigenschaft |a,41 —a,| < q-|a, —a,_1| firalle neN.

a) Wir zeigen |a,1 — an| < ¢" - |ag — ap| fiir alle n € Ny durch vollstandige
Induktion:
o Fiir ,n=0“ist |agy1 — aol = a1 —ag| < ¢°- a1 — agl.
e Fiir ,n — n+ 1“ folgt aus |ap11 — anl < ¢" - |ar — ap| schon

|anto = ania] < g+ lany —anl < q-(¢" - ar — aol) = ¢"** - lay — a.

b) Wir zeigen |anix — an| < ¢™- M fiir alle k£ € Ny. Es ist
—q
‘anJrk - an’ = ’(an+k - anJrkfl) + (anJrkfl - an+k72) + ...+ (anJrl - an)‘
(S) |antk — Gnak—1| + |Gnsk—1 — Qngro| + ...+ |Gng1 — an
*
k—1 k—1
= |anper1 — Qne| < anH “lar — ao
=0 (=) =0
k—1
1-— qk
< " _ . Lo g _ .
< ¢"-lar — aol ;q (o) q" - a1 — aol 1—¢
1 |Cl1 — ao‘
S qn.a_ao.—:n.—

Dabei geht bei (%) die Dreiecksungleichung, bei (xx) Teilaufgabe a) und bei
(% * ) die geometrische Summenformel ein.

c) Wegen 0 < g <1 gilt

n i |y — ay|

" — 0 und damit q" — 0
n—00 1—q n-o

folglich gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N mit ¢" - % < ¢ fiir alle n > ny,

und fiir alle m, n > ng mit m = n + k fiir ein k € Ny ergibt sich

la — a
l—gq

n

| — an| = |anir — an bS) q <&,

so daf3 (an)nen, eine Cauchyfolge ist.

19. a) Fiir alle n € N gilt

n.(1—<1+§>2)

Il

3
N

—_
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—_
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damit ergibt sich

1\? 22
lim n-[1-— (1 + —) = lim (—2z — —) = —2z.
n—o0 n n—o0 n



b) Fiir alle n € N ist

(02 = 03 02 = [0+ 2) T (3"

mit Hilfe des Grenzwertes

ergibt sich damit

2n+2 nq 2 2
tim (14+2)" = 1im [(1+2)"] (1+2) =
n—o0 n n—r00 n n

= [lim (1+§>nr- lim (1+E>2=ezz-12262z.

n—o0o n—o00 n
c) Fiir z = 0 ergibt sich

1 & 0\* 1
_.Z 1+ — = —.
n n n

k=1

& 1
l==—-n=1 — 1.
n n—oo

k=1

2
Fir z # 0 gilt ¢ = (14—5) # 1 fir alle n > |z| > 0, und mit der

n
geometrischen Summenformel ergibt sich

1 5 Zk_l' n i l n—1 k_l 1_qn_

E;(l ﬁ) n ;q_nqkzoq_nq 1—q
L 3>2_1—<1+§)2” (L+5) - (5™
R N (SR

Nach a) gilt fiir den Nenner

2N\ 2
lim n-(l—(1+—> ) = —2z,
n—00 n

und nach b) ist im Zahler

2n+2
lim (1 + i) = %,

n—o0

damit erhalt man

n

z\2 z)2nt2 2z 2z
lim l.z(HE)%: o (L 2) (1+n)2 CleeE emo

20. a) Wir zeigen zunéchst




fiir alle n € Ny mit mit vollstandiger Induktion:
,n = 0% Es ist

20 20
k=0
S —n+ 1 Es ist
n+1 n
n+3 (n+1)+1
k=0 k=0
_4 2(n+3) n+2 _,_ntd_, (n+1)+3
-t 2n+1 o 2n+1 - o 2n+1 -t 2n+1

Wir zeigen jetzt

i(_l)kak = é : (4+ (=) - 3”2: 5)

k=0

fiir alle n € Ny mit vollstdndiger Induktion:

,n = 0% Es ist
0
0+1 1 3-0+5
k, 0. _ 1 0
> (=Dfar = (=1)a0 = — _1_§.<4+(—1)- 5 )
k=0
2= n+ 1% Es ist

ol
[en]

1 3n+5 (n+1)+1
= Z.(44+(=1". S D S
1 3n+5 9n + 18
- . 4 _1n _1n+1.
5 (4 o 2y 22
1 n+1 1
= 9 44 (—1) -2n+1-(—6n—10+9n+18)
1 n 1
= §-<4+(—1) “-2n+1-(3n—|—8))
1 i1 3(n+1)+5
- §'<4+<_1)+' ot )

b) Wir verwenden, da8 (5% )nen eine Nullfolge ist. Wegen

Z an — n + 3 . n — 4
ke on o M o
k=0 =~



ist die Reihe Zan konvergent, und fiir ihre Summe gilt Zan = 4.

. n=0 n=0
Ferner ist wegen

3n+5 3n+95 n )
1) - —3. L2 0
‘() 2n‘ 7 2 " 2
S =~
—0 —0
——
—0
und damit
. 1 3n+5 4
—1eq, = = —1)". Z
D (Wa=g 4+ (=) | =
k=0 ~
—0
die Reihe Z(—l)” a, konvergent, und fiir ihre Summe gilt
n=0



