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Wir zeigen zunéchst 1 < a, < 3 fiir alle n € Ny mit Hilfe vollstandiger
Induktion:
»n = 0%

Es ist ag € [1,3] und damit 1 < qy < 3.

1
= (a2 —4a,+3) = —(a,—1)-(a, —3) <0,
4 Vieta —— ——

>0 <0

also a,,1 < a,; damit ist die Folge (an)nGNO monoton fallend.

Gemif a) ist die gegebene Folge (ay),qy, fiir jeden Startwert ag € [1,3]
monoton fallend und (durch 1) nach unten beschrénkt, mithin konvergent.
Fiir ihren Grenzwert

a = lim a,
n—oo

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

li li L2 + > L2 + 5
a = 111 a, = [1m —Q — = —Qa -,
nooo Pt T noreo 4" 4 4 4

woraus sich
0=a*—4a+3 = (a—1)(a—3)

Vieta

und damit a = 1 oder a = 3 ergibt; dies motiviert die folgende Fallunter-
scheidung hinsichtlich des Startwertes ag € [1, 3]:



e Fiir qp € [1,3] gilt im Hinblick auf das in a) ermittelte Monotoniever-
halten der Folge a < ay < 3 und damit a = 1.

e Fiir ag=3ist a; = 1-32+ 2 = 94+ 3 = 3 und analog a, = 3 fiir alle
n € Np; damit ist (an)nen, €ine konstante Folge mit a = 3.

14. Seien die reellen Zahlen «, § € R fest gewahlt. Fiir einen beliebigen Startwert
ap € R betrachten wir die durch

pi1 = Q- a, + 0 mit n € Ny
rekursiv definierte Folge (a,)nen.

a) Wir zeigen fiir die Folge (a,,)nen die explizite Darstellung ihrer Folgenglieder
n—1
an:a"-a0+ﬁ-2ak fir alle neN
k=0

mit vollstdndiger Induktion:
o n=1% Esist
1-1
a1:aoﬂ:a-a0+ﬁ:a'a0+6~a0:al-ao—l—ﬁ'zo/“.
k=0
o n—n+1“ Esist

Uny1 = Q- ap+f
n—1
= a-(a”-ao+ﬂ-zak>+6
k=0
n—1
k=0
n—1
= a"+1'a0+ﬁ~<a-2ak+1>
= a”*l-ao+ﬂ~<2ak+a0>
k=1

n
— a"+1-a0+ﬁ-§ Oék.
k=0

b) Wir bestimmen nun die Werte von «, £ und ay, fiir welche die Folge (ay,)nen
konvergiert, und treffen dazu folgenden Fallunterscheidung fiir o € R.

e Fall 1: Fiir a =1 ist
n—1
anzln-a0+5-z *=ay+n-p
k=0
fiir alle n € N. Damit ist (a,)n,eny genau dann konvergent, wenn 5 = 0

ist, und wir erhalten die konstante Folge (a,)nen mit a, = ao fir alle
n € N; fir diese gilt lim a,, = ag.
n—oo



e Fall 2: Fiir a # 1 ergibt sich mit der geometrischen Summenformel

n—1
1—a"
an:an.a0+ﬁ.2ak:an.ao+/@.1_a:
k=0
o p 5 0 on B B
=« a0+1_a —a o’ =« ag 1 —a +1—o/

Ist zum einen der Startwert ag = %, so erhalten wir die konstante Folge
(an)neny mit a, = li fiir alle n € N; fiir diese gilt lim a, = b .
-« n—oo 1 —
Ist zum anderen der Startwert ay # %, so konvergiert (a,)nen genau
dann, wenn (a"),en konvergiert; dies ist aber genau fiir |a| < 1 der Fall,

und es gilt dann lim a, = :
n—o0 1 —«

15. Es seien 0 < a; < by fest gewahlt. Man betrachte die beiden iiber die Rekursion

Qp bn an + bn
d bpi1 =
an + by, R 1 2

piqp =2+ fir alle neN

definierten Folgen (a,)neny und (by,)nen. Wir zeigen zunéchst, dal ([a,, b))
eine Intervallschachtelung ist:

neN

e Wir zeigen 0 < a, < b, fiir alle n € N mit vollstandiger Induktion:

— ,n =1 Esist 0 < a; < by nach Voraussetzung und damit 0 < a; < b;.
—,n—=n+1“ Wegen 0 < a, <b, gilt 0 < a,y; und 0 < b, sowie

n bn n'bn
an + _ 9. a

bn+1—an+1: 9 @ 1b =
7@%+mf_4w%wni(%fw@2>o
N 2 (a, + b,) 2 (an +b,) T

also by y1 — apy1 > 0 bzw. by > a,y1, insgesamt also 0 < apqq < by

e Wegen 0 < a, < b, erhalten wir

an-bn> an-bn_2 an = bp
atb, = b +b, 2., ™

(py1 = 2

also any1 > ay, fur alle n € N. Damit ist die Folge (a,)neny der unteren
Intervallgrenzen monoton wachsend.

e Wegen 0 < a,, < b, erhalten wir

an+bn<bn—|—bn 2-b,
2 - 2 2

bn+1 -

also b,y1 < by, fiir alle n € N. Damit ist die Folge (b,)neny der oberen
Intervallgrenzen monoton fallend.



16.

e Die Folge (ay)nen ist monoton wachsend und wegen a,, < b, < by fiir alle

n € N nach oben beschrinkt, also konvergent mit lim a, = a. Die Folge
n—oo

(bn)nen ist monoton fallend und wegen b, > a, > a; fiir alle n € N nach

unten beschriankt, also konvergent mit lim b, = b. Damit gilt aber auch
n—oo

lim a,11 = aund lim b,.; = b, und wir erhalten mit Hilfe der Rekursions-
n—oo n—oo

vorschrift von (b,),eny dann

by b
b= lim by, — lim 2t o0 _ ¢F0

also 2b = a + b und damit b = a; folglich ist wegen

lim (b, —a,)=b—a=0

n—oo

die Folge (b, — apn)nen der Intervallingen eine Nullfolge.

Wir bestimmen nun das durch die Intervallschachtelung ([an, by]), oy definierte

Element r € [ [an, by); dabei gilt
neN

lim a, =a=7r=>0= lim b,,
n—oo n—oo

wegen a,, > 0 fiir alle n € N insbesondere r > 0. Wir zeigen dazu a,, - b, = a1 - by
fiir alle n € N durch vollstédndige Induktion: fiir ,n = 1* ist a; - by = a; - by, und
fiir ,n — n + 1“ folgt aus a, - b, = a; - b; schon

an'bn an+bn_

an+1-bn+1:2- an-bn:al-bl.

an + b, 2
Damit ergibt sich
r? = lim a, - lim b, = lim (a, - b,) = a; - by,
n—oo | oo n—o0
wegen r > 0 also r = v/ap - by; es ist also vay - by € () [an, by

neN

Fiir die gegebene durch

1
ap =1 und p1 =1+ — flirallen eN

rekursiv definierte Folge (a,,)nen gilt

— _ _3 _ 5 _ 8 _ 13
ar=1, ax=2, a3=3, a=3, a=3, aG=73,. ..
Sie besitzt daher die Teilfolgen
— _ 3 8
(%kq)keN = (a17a37a57 .- ) = (17 27 5 )

und
(azk)kEN = (ag,a4,a6, .. ) = (2, %, %3, .. )



Wir zeigen zunédchst 1 <a, <2 fir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:
s = 1% Esist a1 =1 und damit 1 < q; < 2.
s —n 4+ 1% Esist 1 < a, <2 und damit
1 1 1 3
1>2—>2- = 2214+—2>2- = 2>a,,1 > 1.
a, — 2 a, — 2

a) Wir zeigen a9, < ageyq fiir alle £ € N mit vollstdndiger Induktion:

Sk =1% Es ist
1< 3
a; = S T = as.
2
Sk — k4 1% Es ist
1 1
aop—1 < Qo111 —> > =
aze-1>0 Qgk—1  A2k+1
1 1
1+ > 1+ = Qo = Aotz —> — <
A2k—1 A2k+1 azk+2>0 Qo A2k+2
=a2k =agk+2

1 1
— 1+ —<1+
A2k A2k42
——

— Q2k41 < G243

=02k+1 =a2k+3
Damit ist die zunéchst Teilfolge (agp—1),y monoton wachsend. Fiir alle
k € N gilt also ag;_1 < ag11, woraus sich

1 1
> und damit a9, =1+ >1+ = Qgki2

A2k—1 A2k 41 A2k—1 A2k+1

ergibt; folglich ist dann die Teilfolge (agy ),y monoton fallend.

b) Die Teilfolge (agk—1),cy ist gemaB a) monoton wachsend und geméf den ein-
leitenden Bemerkungen (durch 1 nach unten und 2 nach oben) beschrinkt,
also konvergent, und besitzt daher einen Grenzwert a = klim asp_1, fiir den

—00

ebenfalls 1 < a < 2 gilt. Wegen
1 1 Qg1 2ag1+1

g1 =14 — =14—— =1+ -
2t Aok 1+ agp—1 + 1 agp—1 + 1

fiir alle £ € N ergibt sich

1i L 200,17+ 1 2a+1
a = 11m a = l1m =
fmroo LT e aop—1 + 1 a+1

und damit
ala+1)=2a+1, also a®>—a—1=0,

woraus sich
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wegen 1 < a < 2 also

S

1+
2
ergibt. Des weiteren ist die Teilfolge geméB a) (ag),cy monoton fallend

und beschrinkt, also konvergent, und mit denselben Uberlegungen wie eben

ergibt sich fiir den Grenzwert b = klim a9y, dann
—00

a =

,_ L+V5
- =

Damit konvergiert auch die gesamte Folge (a,)n,en gegen den Grenzwert
a=b.



