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5. Hinsichtlich der Folge (a;,)nen mit
=2
14

fiir alle n € N treffen wir die folgende Fallunterscheidung:

an

e Fiir x| < 1ist

1—2" 1-0
lim 2" =0 und damit lim a, = lim - =1

e Fiir || > 1 kénnen wir
1—a" —S-1

xn

I |

Qn

fiir alle n € N schreiben; wegen

1
lim 2" = o0 ist lim — =0
n—00 n—oo
und damit .
-1 0-1
lim a, = lim % = =—1.
e Fiir |z| = 1 ist wegen x # —1 nur = = 1 zu betrachten; wegen a,, = 0 fir

alle n € N ist (a,)nen dann eine Nullfolge.

Hinsichtlich der Folge (b,,)nen mit

n

__Y
L +y2n

fiir alle n € N treffen wir die folgende Fallunterscheidung;:

n

o Fiir |y| <1 ist

lim 4" =0 und damit lim 3*" = lim (y")* = 0% = 0;

n—oo n—oo n—o0

folglich ergibt sich

lim b, = lim —% = 0 _




e Fiir |y| > 1 ist y # 0, und wir kénnen

n L
n

Lty o +1

n

fiir alle n € N schreiben; wegen
lim |y"| = lim |y|" = o0
n—oo n—oo

ist

1 , .1 , 1\
lim — =0 und damit Im — = lim | — | =0°=0,

n—00 y” n—00 y2" n—00

woraus sich

ergibt.
e Fiir |[y| =1ist y =1 oder y = —1:
— Fiiry = 1ist b, = % fir alle n € N; damit ist (b,)nen eine konstante
Folge mit Grenzwert %
— Fiir y = —1ist b, = (—=1)" L fiir alle n € N; damit ist (b,)nen die
alternierende Folge (—%, %, — %, ), die jedoch divergiert.

6. Fiir jedes n € N besteht das Folgenglied a,, aus genau sieben Summanden, und
wir erhalten

(M4 12+ 42?2+ +(n+62+(n+7)?*

n —

(n+1)2 (n—|—2)2+”'+(n—|—6)2+(n+7)2 B

T + n? n? n?
n+1)2 (n+2)2 (n+6)2 <n+7)2
= + +...+ + =
n n n n
1 2 6 7
—(1+ = P+ 0+ 2+ 40+ 2 )0+ =)
n n n n
—~— —~—~ ~— ~—~
—0 —0 —0 —0
— (140 + (1407 +...+(1+0°+(1+0)7=7.

7 Sum\mranden
Dagegen besteht fiir jedes n € N das Folgenglied

m+1)2+n+2)72%+...+2n—1)%+ (2n)?

b, =

aus genau n Summanden; die Anzahl der Summanden wird also fiir wachsendes n
beliebig grof3. Wir schreiben daher zunéchst den Zéhler des Folgenglieds b,, unter
Verwendung der Formel

fir alle neN

—~ , n(n+1)(2n+1)



7.

geméf

(n+12+n+2°+...+2n -1+ (2n)* = i 2 =

k=n+1
ZQanQ_ik2:2n(2n+l)(4n+l)_n(n+1)(2n+1):
6 6
k=1 k=1
n(2n+1 n2n+1)(n+1
Zg-[2(4n+1)—(n+1)}: ( ) ( )
6 6
ohne Summenzeichen und erhalten damit
(412 + (42 + .+ (20— 1)+ (2n)*
— . —
- n(@2n+1)(Tn+1) n 2n+1 Tn+1
N 6n3 ~ 6n n n
_! 2+1 7+1 —>127—7
6 n n ) nsco 6 3
~—~ ~—
o —0 N —0 .
2 =7
a) Fir alle n € N gilt
_vn-3 13
R R
. 1 .
wegen lim — = 0 gilt
n—o00 n
li 1 3 1 d li 1+ ! 1
im —— | = un im — | =
und damit 5
liman:hml ‘/15:1
Mit ng = 400? gilt dann fiir alle n > ng
0 — af = \/5—3_1 _|Wn=3)-(n+1)| | -4 |_
" Vn+1 Vn+1 Vn+1
4 4 4 4 4 1

<—< = - — =001

:\/ﬁ+1_\/ﬁ_\/n_0 \/4002:@ 100

b) Wir weisen anhand der Definition nach, da8 die gegebene Folge (ay,)nen mit

3n—3cosn

NG

sin

a, = fir alle neN




den Grenzwert a = 0 besitzt; sei dazu € > 0 beliebig gewahlt. Fiir alle n € N

gilt
| | sin®n — 3 cosn ‘Singn—?)cosn‘
a, —a| = —-0| = <
Vn Vn
- |sin®n| +[3 cosn|  |sinn|’ + 3 - |cosn] < P+3-1 4
B Vvn B vn -~ Vn
mit

4 4 4\?

—<e = —-<yn = (-] <n.

NZD 5 5

Wir wihlen eine natiirliche Zahl ng mit ng > (%)2, so daf3 wir fiir alle n > nyg
wegen n > (%)2 damit

|an —a| <

Sl

erhalten.

8. Seien (ay)nen und (b, ),en konvergente Folgen reeller Zahlen mit lim a,, = a und
n—oo

lim b,, = b. Wir zeigen, daf die beiden Folgen (¢, )nen und (d,, )nen reeller Zahlen

n—oo

¢, = min{a,, b,} und d,, = max{ay,by,}.
konvergieren, indem wir nachweisen, dafl

lim ¢, = min{a, b} und lim d, = max{a,b}
n—oo n—oo

gilt. Zu jedem € > 0 gibt es
e wegen lim a, =aeinn; € Nmit a —e < a, < a+ ¢ fir alle n > nq,

n—oo

° Wegenginc}obn:beinng € Nmit b —e < b, < b+ ¢ fir alle n > no;
es sei ng = max {ny,ny} € Ny. Wir treffen nun folgende Fallunterscheidung:
e Fall 1: Sei a = b. Fiir alle n > ng gilt dann
a—e<a,<a+e und a—es<b, <a-+¢
und folglich auch
a—ec<c,<a+e und a—e<d, <a-+c¢g;

somit gilt nach Definition

lim ¢, = a = min{a, b} und lim d,, = a = max{a, b}.
n—oo n—oo



e Fall 2: Sei a < b. Speziell zu € = b’T‘l > 0 gilt fiir alle n > ng dann

a+b
2

a—e<a,<a+e= =b—e<b,<b+e.

Damit folgt ¢, = a, und d,, = b,, alle n > ng, und wir erhalten

lim ¢, = lim a, = a = min{a, b}
und
lim d,, = lim b, = b = max{a, b}.
n—oo

n—oo

e Fall 2: Sei a > b. Speziell zu ¢ = “T_b > 0 gilt fiir alle n > ng dann

b
b—£<bn<b+s—%—a—£<an<a+5.

Damit folgt ¢,, = b, und d,, = a,, alle n > ngy, und wir erhalten

lim ¢, = lim b, = b = min{a, b}
n—o0 n—oo
und

lim d, = lim a, = a = max{a, b}.
n—oo n—oo



