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1. a) Wir betrachten die Folge reeller Zahlen

. _ 2sinn
(an)nEN mit Ap = n2 +1

fir alle n € N.

Es ist —1 <sinn <1 fiir alle n € N, und damit erhalten wir
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2 sinn

=0.

a= lim a, = lim 5

—00
Wir weisen nun anhand der Definition nach, dafi die Folge (a,)nen den

Grenzwert a = 0 besitzt. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ny € N mit n% < g, und
fiir alle n > ng gilt
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Wir formulieren das Schrankenlemma: Seien (a,)neny und (by,)nen konver-

gente Folgen mit lim a,, = a und lim b, = b sowie (¢, )nen eine Folge mit
n—oo n—oo

a, < ¢, < b, fur alle n € N. Gilt a = b, so konvergiert auch (¢, ),en gegen
a=b.
Wir betrachten die Folge

(Cn)nen mit Cn, = V3" + 5" fir alle n € N.

Unter Verwendung der Monotonie der n—-ten Wurzel gilt

=3 +5" > Y0+50=V5n=5=a,
=3+ 5 < =25 =V2-5=b,

fiir alle n € N, und wegen

lim a, = lim 5=5 und hmb—hm\/_5—5
n—oo n—oo n—oo 7'L—>OO
-1

erhalten wir nach dem Schrankenlemma

lim ¢, = lim /3" + 5" =5.

n—0o0 n—oo

Wir betrachten die Reihe

n=0
Es ist
(—=2)"- 3n5+1 = (=2)"- 3n5. 5= g . <—§)n fiir alle n e Ny
und damit
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Die gegebene Reihe besitzt also die Gestalt der geometrischen Reihe C'Z q"
n=0

mit den Konstanten ¢ = g und g = —%; wegen |g| < 1 ist sie konvergent und

besitzt den Grenzwert c - 1 , wir erhalten demnach

S (-2) 5.1 53,
3n+1_3 1—(-2) 35

n=0

Wir formulieren das Leibnizsche Konvergenzkriterium sowie das Cauchysche
Verdichtungskriterium:



e Sei (ay)nen, eine monoton fallende Nullfolge (insbesondere ist dann also

(a
> 0 fir alle n € Np). Dann konvergiert die alternierende Reihe
1)"a

(=

e Sei (a,)nen eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen

a, > 0. Dann konvergiert die Reihe Zan genau dann, wenn die ver-

7

n=1
dichtete Reihe Z 2™ aym konvergiert.
m=0
. . . = (=1)"
Wir untersuchen nun die gegebene Reihe Z , also
—n- Inn

o
Z(—l)” -a, mit a, = fiir alle n € N mit n > 2,
—~ n-lnn

auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

e Die Folgen (n),>2 und (Inn),>2 sind monoton wachsend, und wegen
n > 0und Inn > 0 fur alle n > 2 ist auch die Folge (n-Inn),>2 positiver
reeller Zahlen monoton wachsend, so da8 (a,),>2 eine monoton fallende
Folge positiver reeller Zahlen ist. Wegen

. ) 1
lim a, = lm ——— =0
n—00 n—oo N - Inn
~—

—00  —00
ist (an)n>2 zudem eine Nullfolge; damit konvergiert die alternierende
o0

Reihe Z(—l)”an nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium.

e Die gegebene (alternierende) Reihe ist genau dann absolut konvergent,
wenn die Reihe

) ) 00
S0l =Y el =, Y a,
n=2 n=2 an n=2

konvergiert; dabei ist (ay,),>2 eine monoton fallende Folge nichtnegativer
reeller Zahlen. Die dazu verdichtete Reihe

o0 [ee] [e.e]

o 2m 1 1 1 &1
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ist wie die harmonische Reihe Z — divergent, so dafl die Reihe Z Qy,

n=2
nach dem Cauchyschen Verdlchtungskrlterlum ebenfalls divergiert.



Zusammenfassend ist die gegebene Reihe

— (="
; n-lnn

(nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium) konvergent, aber (nach dem
Cauchyschen Verdichtungskriterium) nicht absolut konvergent.

Wir formulieren den Satz von Weierstra. Fiir eine stetige Funktion

f :]a,b] = R auf dem abgeschlossenen Definitionsintervall Dy = [a, 0]
gilt:
e f ist beschriankt, d.h. gibt es ein M > 0 mit |f(z)| < M fir alle
x € [a,bl.

e f nimmt Maximum und Minimum an, d.h. es gibt Punkte p, ¢ € [a, b]
mit f(p) < f(x) < f(q) fur alle x € [a, b].
e Fiir den Wertebereich Wy von f gilt Wy = [f(p), f(¢)]-

Die gegebene Funktion
f:[-1,1] =R, f(z)= arcsinz - arccosz,

ist als Produkt der stetigen Funktionen arcsin und arccos selbst stetig, und
das Definitionsgebiet Dy = [—1, 1] ist ein abgeschlossenes Intervall. Damit
gibt es nach dem Satz von Weierstraf§ ein globales Minimum p und ein
globales Maximum ¢, und fiir den Wertebereich von f gilt Wy = [f(p), f(¢)].
Da arcsin und arccos auf |—1, 1] differenzierbar sind, ist auch ihr Produkt f
auf |—1, 1] differenzierbar, und mit der Produktregel gilt

f(x) = ! arccos x + arcsin (— ! ) =
1 — a2 V1—2?
1
= ———— - (arccos x — arcsin x) fir alle  z€]-1,1],

V1—a?
so daB es fiir ein lokales (und damit insbesondere auch fiir ein globales)
Extremum a von f nur die beiden folgenden Moglichkeiten gibt:

e q ist ein Randpunkt von Dy = [—1,1], also a € {—1,1}.
e ¢ ist im Innern von Dy mit f'(a) = 0; wegen

1
V1—a?

<= arccosx —arcsinxz =0 <= arccosx — arcsinz <= x =

f(z) =0 <= - (arccosx — arcsinz) =0 <=

V2
2
fir alle z € |—1,1[ ist also a € {?}
Mit Hilfe der Wertetabelle

erhalten wir p = —1 und ¢ = \/75 und damit Wy = [—%2 ”—2]



Wir betrachten eine stetige Funktion ¢ : [—1,1] — R mit
g(x) >0  firale xe[-1,1].

Die Funktion g ist nach Voraussetzung stetig, und das Definitionsgebiet
D, = [—1,1] ist ein abgeschlossenes Intervall. Damit besitzt g nach dem
Satz von Weierstral ein globales Minimum p € [—1,1] und ein globales
Maximum ¢ € [—1,1], und es gilt g(p) < g(z) < g(¢) fiir alle x € [—1,1].
Es ist p € [—1,1] und damit nach Voraussetzung ¢(p) > 0; wir wéhlen
e = g(p) > 0 und erhalten damit

g(x) > gp)=¢  firale xe€[-1,1].

4. Wir betrachten die Funktion

f:Df =R, f(z)=In (e%w —1).

Der maximale Definitionsbereich Dy C R von f umfafit genau diejenigen
x € R, fiir welche das Argument e2® — 1 des natiirlichen Logarithmus In
positiv ist. Mit der Monotonieeigenschaft des natiirlichen Logarithmus gilt

1
€37 1> 0 = 2% > 1 §x>0 <~ x>0,

und damit ist Dy = R*. Fiir alle 21, x9 € R mit z; < x5 gilt ferner

1 1 . . . X
T < Ty = -1 < -y —> el < ez — 2" — ] <e2™ 1

(:>) In (e%xl —1) < (e%“ —1) = f(z1) < f(z2);
dabei geht bei (%) das Monotoniegesetz der Multiplikation, bei (sx*) die Mo-
notonieeigenschaft der Exponentialfunktion, bei (x*%) das Monotoniegesetz
der Addition und bei (x * #x) die Monotonieeigenschaft des natiirlichen Lo-
garithmus ein. Damit ist f streng monoton wachsend, insbesondere also
umkehrbar.

Die Funktion
f:RT =R, f(r)=In (e%x - 1)
ist als Summe und Komposition stetiger Funktionen selbst stetig; ferner

ergibt sich mit der Stetigkeit der Exponentialfunktion und dem Grenzver-
halten des natiirlichen Logarithmus

— 0+
1
Ay S = Jlig In( €2 —1) = o
—eV=1+
und
—+00
1
g}grgof(x) = xlgl&lﬂ( ez’ —1) = +oo.

— +00



Zum Nachweis von W; = R sei y € R. Wegen

$ll>r(r)1+f(a:) =—00  und lim f(x) =400
gibt es ein a € ]0, 1] mit f(a) < y sowie ein b € |1, 00 mit f(b) > y; wegen
der Stetigkeit von f existiert nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b mit
f(&) =y, und folglich ist y € W;. Wir bestimmen die Umkehrfunktion f~!
von f; seien dazu y € Wy = Rund x € Dy = R*. Wegen

y=f(r) < yzln(e%x—l) NS S L A

e V4] =it = ln(6y+1):%m — 21n(6y—|—1):x

ist [fT:R—=R, fHz)=2In (e’” + 1).

Die Winkelhalbierende des 1. und 3. Quadranten besitzt die Steigung m = 1,
so daf auch die dazu parallele Tangente an den Graphen Gy von f die Stei-
gung m = 1 besitzt; da diese Steigung der 1. Ableitung von f an der ge-
suchten Stelle x € Dy entspricht, suchen wir genau den Punkt € Dy mit
f'(z) = 1 = m. Die Funktion f ist als Summe und Komposition differen-
zierbarer Funktionen selbst differenzierbar, und mit der Kettenregel gilt

1 1 1 1
ez’ =1 <= ieixzeﬂ—l —

fl#)=1 = —



