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1. a) e — Eine Folge (ay,)nen reeller Zahlen heifit nach oben beschréankt, wenn
es ein K € R gibt, so daB a,, < K fiir alle n € N gilt.

— Eine Folge (a,)nen reeller Zahlen heift monoton wachsend, wenn
an < apyq fiir alle n € N gilt.
e Die reelle Zahl a € R heifit Grenzwert von (a,)nen, Wenn es zu jedem
e > 0 ein ny € N gibt, so daf fiir alle n > ny dann |a, — a| < ¢ gilt.
e Fiir eine monoton wachsende Folge (a,),en reeller Zahlen gilt:

— Ist (an)nen beschrinkt, so konvergiert (a,)nen gegen das Supremum
der Folgenglieder sup {a,, | n € N}.

— Ist (an)nen unbeschriankt, so divergiert (a,,)nen bestimmt gegen +o0.

b) In Abhéngigkeit von den Parametern 0 < s < ¢ ist die durch a; = s und

pi1 = \/% fiir alle n € N rekursiv definierte Folge (a,,)nen gegeben.

e Wir zeigen a, <t fiir alle n € N durch vollstédndige Induktion:
— Fiir ,n = 1% ist a; = s, wegen s < t also insbesondere a; < t.
— Fiir ,n — n + 1% ist a, < t, wegen a, > 0 also a2 < 2, und
mit den Monotoniegesetzen von Addition und Multiplikation (es ist
1+ s > 0) sowie der Monotonie der Quadratwurzel ergibt sich
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Damit ist die Folge (a,)nen durch ¢ nach oben beschréinkt.

e Fiir alle n € N gilt a,, < ¢, wegen a, > 0 also a? < t?, und mit den
Monotoniegesetzen von Addition und Multiplikation (es ist 1 + s > 0)
sowie der Monotonie der Quadratwurzel ergibt sich

a? +s-t2 \/a2+s-a2 \/aQ-(1~|—s)
— n > n n _ n — /a2 —
It \/ 14+s = 1+s 1+s Uz "

und damit a,.; > a,. Damit ist die Folge (a,,)n,en monoton wachsend.

e Die Folge (a,)nen ist monoton wachsend und nach oben beschriankt,
also konvergent; es sei a = lim a,. Wegen a, > 0 fiir alle n € N ist

n—oo
a > 0, und unter Verwendung der Rekursionsvorschrift erhélt man
a2 + s - t? a’?+s-t?

a= lim a,;; = lim =
n—oo n— 1+ s /- stetig 1+s



woraus sich zunéchst
2 2
a“+s-t
a? = ————— also (1+s)-a>=a*>+s-t> bzw. s-a’>=s-1?
1+s
wegen s # 0 dann a? = t2, und wegen a > 0 schlieBlich a = t ergibt.
a) e Fiir p <2 gilt
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und ist folglich nach dem MaJorantenkrlterlum selbst konvergent.

e Fiir p > 3 gilt
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Mit der harmonischen Reihe Z — ist auch die Reihe Z n divergent;

n
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damit besitzt die Reihe Z; T die divergente Minorante 2 o
und ist folglich nach dem Minorantenkriterium selbst divergent.

o0

b) Die Reihe Z (1 —Inz)" besitzt die Gestalt der geometrischen Reihe Z q"
n=0 n=0
mit ¢ = 1 — Inz. Diese konvergiert genau dann, wenn |¢q| < 1 gilt, wegen

1-lnz|<1l <= —-1<l-hzr<l <
— 2<-lnzr<0 < 0<har<2 < l<z<eé’

also genau fiir x € |1, €[, und in diesem Fall gilt fiir die Summe
- S 1 1 1
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c) Fir alle z € R gilt

(cosx)"” n |cosx |cosx| |cosx| | <1
=\ = |cosz| < 1;

damit ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium fiir |cosz| < 1, also fur
r € R\{k- 7|k €Z} (absolut) konvergent. Ferner gilt:

o Fiir v = (20 + 1) -7 mit { € Z gilt cosx = —1, und damit ist die
oo n oo _1 n
Reihe Z m = Z u als alternierende harmonische Reihe
n=1 n n=1 n

konvergent.



o Fiir v = 2/ -7 mit { € Z gilt cosz = 1, und damit ist die Reihe

oo n 1

Z (cos_:v) = E — als harmonische Reihe divergent.
n n

n=1 n=1

Insgesamt ist die Reihe genau fiir alle x € R\ {2/ -7 | ¢ € Z} konvergent.
a) Wir betrachten eine Funktion f: D — R auf ) # D C R sowie a € D.

e — Eine Funktion f heifit stetig im Punkt a, wenn fiir alle Folgen

(Tp)neny in D mit lim z,, = a stets lim f(x,) = f(a) gilt.
n—oo n—oo

— FEine Funktion f heifit differenzierbar im Punkt a € D, wenn der
f(z) — fla)

fir x — a (im
r—a

Grenzwert des Differenzenquotienten
eigentliche Sinne) existiert.

e — Eine Funktion f heiflt differenzierbar, wenn f in jedem Punkt a € D
differenzierbar ist.

— Eine Funktion f heifit stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar
und [’ : D — R stetig ist.

b) Die gegebene Funktion

sinx

x- , falls z # 0,
Inz

0, falls x = 0,

Fi0A[—=R fa)=

ist zunéchst in allen Punkten z # 0 nach der Produktregel und (fiir den
zweiten Faktor) nach der Quotientenregel differenzierbar mit

f’(:c):1.Sinx (cosz-Inz—sinz- 1\ sing  w-cosz  sinx
Inx (Inx)?
Fiir alle x # 0 gilt ferner

~ Inz Inz (Inx)?

—0
_ .sinz :
FO) = tim A =IOy s 20 s
z—0 €T — z=0 1 —0 z—0 Inx
~~
——00
und damit ergibt sich insgesamt
sinx x-cosx sin x
+ — , falls x # 0,
f 0,1 =R, fl(zr)=<{ Inz Inx (Inx)? 7
0, falls x = 0.

Die Funktion f’ ist zunéchst in allen Punkten z # 0 als Summe von Quoti-
enten stetiger Funktionen selbst stetig, und im Punkt 0 erhalten wir

—0 -0 —0
~ = —_——— ~ =
sSinx T - COSXT sSinx
lim f'(z) = lim + - s =0+0-0=0=f(0).
20 =0 | Inx Inz (Inx)
~~~ ~~ N—
——00 ——00 NG

Damit ist f’ in allen Punkten = € [0, 1] stetig, und damit ist f stetig diffe-
renzierbar.



b)

Esist f(0) = 0, und fiir alle z € ]0,1[ ist > 0 sowie sinz > 0 und Inz < 0,

slmx < 0; damit gilt W; C |—o00,0]. Fiir den
nx

Nachweis von ;2% sei y € |—00,0]; mit a = 0 gilt f(a) =0 > y, und wegen

insgesamt also f(z) = x -

—sinl €Rt
~ =
SN T

A @) = lim <v$ W) =
otaT
_) —

gibt es ein b € |0,1] mit f(b) < y, so daB fiir die differenzierbare, mithin
stetige Funktion f nach dem Zwischenwertsatz ein & € [0,b] mit f(§) = y
existiert. Insgesamt gilt also Wy = |—o00, 0].

Die auf dem abgeschlossenen Intervall Dy = [0, 27| definierte Funktion
f:[0,2n] = R, f(z)=+3cosz+sinz+1,

ist als Summe der stetiger Funktionen selbst stetig und besitzt daher nach
dem Satz von Weierstra$} ein globales Minimum p und ein globales Maximum
¢, und fiir den Wertebereich von f gilt W; = [f(p), f(q)]. Die Funktion f

ist als Summe differenzierbarer Funktionen sogar differenzierbar mit

fl(z) = —V3sinz +cosz  firalle z€[0,2n];
so daf} es fiir ein lokales (und damit insbesondere auch fiir ein globales)
Extremum a von f nur die beiden folgenden Moglichkeiten gibt:

e ¢ ist ein Randpunkt von Dy = [0,27], also a € {0,2}.
e ¢ ist im Innern von Dy mit f'(a) = 0; wegen
fl(z) =0 <= —V3sinz+cosz =0 <

<= V3sinx =cosx <= tanx =

1
cos £7#0 %

fiir alle € ]0, 27[ ist also a € {Z, X }.
Mit Hilfe der Wertetabelle

a | 0 |§|F| 27
fl@[v3+1]3]-1]v3+1
erhalten wir p = & und ¢ = % und damit W; = [-1, 3.

e Die gegebene Funktion g : R — R, g(z) = 22 e” + 1, ist wegen

. o . 2 T _
Jip o) = i (L) = o0
—+00 —+00
nach oben unbeschrénkt, insbesondere ohne globales Maximum. Wegen
_ 2 > —02..0 _
g(x) io eo +1>04+1=0"-¢"+1=g(0)
> >

fiir alle x € R besitzt g in a = 0 ein globales Minimum.



e Wir zeigen, dal die Einschriankung gy = g\ROJr von g auf R streng
monoton wachsend und damit insbesondere umkehrbar ist; seien dazu
T1, Tg € RS“ mit 7 < xo. Damit gilt wegen 0 < x7 < x5 zum einen
0 < 2? < 23 und wegen der Monotonie der Exponentialfunktion zum
anderen e < e”2, mit dem Monotoniegesetz der Multiplikation also

2 2

22" < al-e™ < 2l e™

und damit insgesamt
go(z1) =22 - e™ + 1< a2 -e™ + 1= gylas).

Folglich ist gy streng monoton wachsend und damit umkehrbar.

e Da die Funktion gy streng monoton wachsend und ihr Definitionsgebiet
D,, = R{ ein Intervall ist, ist die Umkehrfunktion g;' : W; — R stetig.
Es ist go nach der Produktregel differenzierbar, und fiir alle z € R gilt

gh(z)=2z-e"+2%-e"=(2+1) x-€"
mit
/ o e LT _
G(2)=0 <= 2+42)x- " <= z=0.
<2>0 >0

Die Umkehrfunktion gy ' ist in allen Punkten b = go(a) € W, differen-
zierbar mit gh(a) # 0, also a # 0; damit ist g;* ist in allen Punkten
b € W,, mit der Ausnahme b = g¢(0) = 1 differenzierbar.



