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Es gilt
f(z) =32 —4dln|z| — 2272
und damit
1 4 4
"#)=3-Q22)—4-——2-(-2)z™ ) =62 — - + —
fla)=3-2a) —4- =2 (=97 =6a— -+

fir alle z € R\ {0}.

Mit Hilfe der Produktregel und (fiir die Ableitung des zweiten Faktors) der
Kettenregel erhalten wir

2 x?

2
(ZZE) :111(:1) + 1)—’—:1:2—_'_1

Jdx)=1-In(z*+1)+x-

241
fiir alle z € R.

Mit Hilfe der Quotientenregel und (fiir die Ableitung des Zihlers) der Ket-
tenregel erhalten wir
() = z-(2Inz-2) —2((1nm)2 +1)-1 _ 2z — (12nac)2 —1_
x x
~ 1-2mz+(nz)?  (1-lhx)?® (1 — 1nx>2

2 T

fiir alle x € RT.

Fiir die Ableitung des ersten Summanden
ki :R—=R, kx)==" Va®— 22

verwenden wir die Produktregel und (fiir die Ableitung des zweiten Faktors)
die Kettenregel und erhalten

1 x 1 1 x?
k;/ T :—-\/QQ—;L‘Q—}-—-(—- —Qx):—\/QQ—;L‘Q——
1) 2 2 \2va? — 2?2 ( ) 2 2va? — x?

fir alle z € |—a; a[; fiir die Ableitung des zweiten Summanden

2

ks :R =R, ko(z) = % arcsin ©
a



verwenden wir dann die Kettenregel und erhalten

k,(x)_cﬁ 1 1 a’ 1 a?
: - .. = . =
T T i) T

fir alle = € |—a; a[. Insgesamt erhalten wir also

fir alle x € |—a;al.

46. Die allgemeine Potenz a® fiir a € R* und b € R ist definiert als

a® =exp(b-lna) =e

b lna.
Dementsprechend ist f(z) = e*!"2 fiir alle z € R¥; folglich ist f als Verkniipfung
der differenzierbaren Funktionen exp (als duflerer Funktion) und f; : Rt — R,
fi(z) = x Inz (als innerer Funktion) differenzierbar, und nach der Kettenregel
und (fiir das Nachdifferenzieren von f;) der Produktregel gilt

1
fl(z) = e e (1-lnx+x-5) =2 (1+1nxz)

fiir alle z € RT.

Ferner ist g(z) = ez % fiir alle z € R*; folglich ist f als Verkniipfung der differen-
zierbaren Funktionen exp (als &uflerer Funktion) und ¢; : Rt — R, ¢;(z) = % Inx
(als innerer Funktion) differenzierbar, und nach der Kettenregel und (fir das
Nachdifferenzieren von ¢;) der Produktregel gilt

1 1 1 1 1 1—1
g/(x):eEln‘r. (——-hll’—i——'—) =T - n

fiir alle z € RT.

47. a) Zu betrachten ist die Funktion

1 .
xcos 4, fiirz#0,

JiR=R, f<x):{0 fir z = 0.

Fiir alle x # 0 gilt

[f(x) = f(O)] =

1 1
xcos——O‘:m- cos—‘ <|z|] — 0,
T T z—0
——
<1



woraus sich mit dem Schrankenlemma in

[f(@) = fO)] — 0 bzw. lim f(z) = f(0)

x—0

die Stetigkeit von f im Punkt a = 0 ergibt. Als Differenzenquotient von f
im Punkt a = 0 ergibt sich
f(x)— f(0) wcost—0 wcosy

= L =cos— mit x F#0;
x—0 z—0 x x 7

zum einen ist (x,)pen mit x,, = ﬁ fiir alle n € N eine Nullfolge mit

: 1 :
lim cos — = lim cos(2n7) = 1,
n— o0 T T 00 N
=1

zum anderen ist (Y, )ney mit y, = 75— = fiir alle n € N eine Nullfolge mit

(2n+1

1
lim cos — = lim cos((2n + 1)7) = —1,
=21

so daB} dieser Differenzenquotient fiir x — 0 keinen Grenzwert besitzt. Folg-
lich ist f im Punkt a = 0 nicht differenzierbar.

b) Zu betrachten ist die Funktion

Zcosi, fi 0
g RoR, g(z) = x°cos o, fiir x # 0,
0, fir x = 0.

Als Differenzenquotient von g im Punkt a = 0 ergibt sich

— (0 2 1_ 2 1 1
g(x) g():x Ccos :x COSx:xcos—:f(x) mit z #£0,
x—0 x—0 x x

und unter Verwendung von a) erhilt man die Existenz des Grenzwerts

lim 48 =90 _ f(z) = f(0)=0

x—0 €r — O x—0

im eigentlichen Sinne; folglich ist ¢ im Punkt a = 0 differenzierbar und
damit insbesondere auch stetig.

48. a) e Firalle z € R gilt

51nhx:§(e —e )—§< F—Z o )_ZT’

n=0 n=0 n=0
dabei gilt
a" — (—z)" a4 (=)t £ =0, falls nogerade,
2-n! 2-n! it = 21 falls n ungerade.

Damit erhilt man schliellich die Reihendarstellung

00
(L’2k+1

“(2k+ 1)1

sinhz =
k=



e Fir alle z € R gilt

coshx = (el’ + e_x) =

N | —

dabei gilt

2. n! 2. nl

"+ (—x)" a4 (=1)" a2 {In“" = L. falls n gerade,

=0, falls n ungerade.

Damit erhélt man schliellich die Reihendarstellung

coshx = Z el

k=0

Wir vergleichen nun die Reihendarstellungen von sin und sinh bzw. cos und
cosh. Es ist zum einen

) o . p2ntl P B
SIH.T:;(—D 'mzx—a—i—a—ﬁﬁ-...
d
" ) s r2ntl 3 20 27
sowie zum anderen
[e’s) . x?n 1’2 .’L‘4 ZE6
cor = Vgl
d
- 2, g 2 ozt S
COSh$:nZ:0(2n)!:1+5+E+a+””

Damit unterscheiden sich sin und sinh bzw. cos und cosh lediglich hinsichtich

des alternierenden Vorzeichens in den Reihendarstellungen. Mit a,, = %
und b, = % fiir alle n € Ny ist
o oo
sinx = Z(—l)" “ay und sinhx = Z an
n=0 n=0

bzw.
o0

cosx = Z(—l)” - by, und coshz = Z by,.
n=0

n=0



’fl

Fir z € R sei a, = (—1)" @)l
n

fiir alle n € Ny. Im Fall x = 0 gilt ag = 1

[e.9]

sowie a, = 0 fiir alle n € N; insbesondere ist die Reihe Zan absolut
n=0
konvergent. Im Fall x # 0 ist a,, # 0 fiir alle n € Ny, und es gilt

_ ‘(—1)”+1 vt ~_(2n)!
2Mm+1) (=1)ran

2]

Ap+1 _ SN
(2n+ 1) (2n—|— 2) n—00

0;

Qp

damit ist die Reihe Z ap = Z
n=0
absolut konvergent.

nach dem Quotientenkriterium

Sei zunéichst x > 0; in diesem Fall gilt also x = /& ? und fiir alle n € Ny

. 2\" 2n .
damit 2" = <\/§ > =+/x ", woraus sich

flx) = (-

ergibt. Sei nun x < 0, also —x > 0; in diesem Fall gilt also —z = /—x ? und
fir alle n € Ny damit (—x)" (\/—x ) = /=2 ", woraus sich

f(x)zz Z Z\/__x = coshv/—z

n=0 n=0 n=0

00 2n

n\/i
= Z(—l) @) = cos\/x

n=0

ergibt.



