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41. a) Fiir alle z € R gilt
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aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion exp ergibt sich, daf} auch die
Funktionen
leR%Ra fl(x):em'e7
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fgiR-}R, f2($):€x+1,

und damit ihr Quotient f = % : R — R stetig sind. Fiir alle 1, x5 € R mit
1 < x9 gilt aufgrund des Monotonieverhaltens der Exponentialfunktion exp
zunéchst €™ < e™ und damit
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also f(x1) < f(z2); damit ist f streng monoton wachsend.

b) Wegen
lim e* =0 und lim e* = 4+o0
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Fiir alle z € R gilt ferner 0 < e”-e < (¢” + 1) - e und damit
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woraus sich zunédchst W, C ]0;e| ergibt; zum Nachweis von ,,0“ sei nun
y €]0;e[. Wegen lim f(z) =0 gibt es ein a < 0 mit f(a) < y, und wegen
T—r—00

lim f(x) = e gibt es ein b > 0 mit f(b) > y; nach dem Zwischenwertsatz

T—>+00

existiert also ein £ € [a;b] mit f(£) = y. Insgesamt gilt also Wy = ]0; ¢].

Die Funktion f : R — R ist streng monoton wachsend und damit insbe-
sondere umkehrbar. Zur Berechnung der Umkehrfunktion f=1 :]0;e[ — R
betrachten wir ein y € ]0; e[; dabei gilt

T

f(x):?J‘:’ei%._elzy(:)(Bm-e:y(exﬁLl)(:)
<:>e-e”:y-ez+y<:>(e—y)~e’”:ye<jé>0
— ' = i < x=1In y’
e—y 20 e—y
so daf sich fiir die Umkehrfunktion
F7h]0sel - R, f1<y>:1neﬁy,

ergibt.
Sei z € R. Wegen e "% = (e~*)" fiir alle n € Ny handelt es sich bei der Reihe

Z e "* um die geometrische Reihe Zq” mit ¢ = e™*; diese konvergiert
n=0 n=0
aber genau fiir |¢| < 1. Wegen
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konvergiert die Reihe Z e " genau fiir alle v € Rmit z > 0; esist D = RT.
n=0

Fiir alle x € D gilt geméafl der Summenformel fiir geometrische Reihen
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Das maximale Definitionsgebiet D von f umfafit genau diejenigen = € R,
fiir die beide auftretenden Argumente des natiirlichen Logarithmus positiv
sind. Wegen
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ist Dy = |—o0; —1[U]3; o0]; folglich ergibt sich
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b) Fiir alle z # 0 ist
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mit der Stetigkeit des natiirlichen Logarithmus In ergibt sich daraus
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lim f(x) = lim (lnx+ B 3—21n3):
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Des weiteren ergibt sich
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c) Fir alle z € D mit f(z) =0 gilt
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Damit ist x = 5 oder x = 2 und wegen 7 5 ¢ D gilt x = 5. Wegen
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ist x = 5 die einzige Nullstelle von f.



44. Fir alle z, y > 0 gilt
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dabei geht bei der Umformung (x) ein, dafl sowohl die Exponentialfunktion exp
(fiir ,==“) als auch die Logarithmusfunktion In (fiir ,,<=*) monoton wachsend
sind. Da nun die Ungleichung 0 < (z — y)? fiir alle z, y > 0 erfiillt ist, erhiilt man
tiber die Kette von Aquivalenzumformungen (,,<=“), daf auch die zu beweisende
Ungleichung

Inz+1Iny < lna:—{—y

2 2

fiir alle x, y > 0 gilt.

Es sei bemerkt, dafl zur vollstindigen Loésung bereits die Implikationsrichtung
,<=" ausreichend ist; man kann dann wie folgt argumentieren: fiir alle x, y > 0
gilt
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