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37. a) Wir zeigen die Stetigkeit von f in jedem Punkt a € R:

e Die Einschrankung f|j—.—1; von f auf |—oo; —1[ ist als gebrochenratio-

nale Funktion
23

2+ 1
stetig; folglich ist f in allen Punkten a € |—o0; —1] stetig.

T —r

e Die Einschrénkung f|j_1,.[ von f auf |—1; ool ist als quadratische Funk-
tion
r—al—2x—4
stetig; folglich ist f in allen Punkten a € |—1; o] stetig.
e Fiir a = —1 gilt

’

, 228 2(—1P -2
Jm S = lm e = e i

und

lim f(z)= lim (2* -2z —4)=

T——1+ r——14

= (=12 -2(-1)—4=1+2—-4=-1
damit ist f wegen

lim f(z) = f(=1)= lim f(z)

T——1+ T——1—
im Punkt a = —1 stetig.
Insgesamt ist also die Funktion f stetig.
b) Fiir alle z > 0 ist

2 4
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Jw) = :70/ (1 x $2) e OO

T—00 z;):Ol
und fir alle z < —1 ist
223 1
T) = = 2z _ —00.
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38.

Sei nun y € R beliebig;
e wegen Ilgl;lo f(x) = oo gibt es ein d > 0 mit f(d) > y, und
e wegen xl_i}moof(w) = —o0 gibt es ein ¢ < 0 mit f(c) < y.
Aufgrund der Stetigkeit von f existiert also nach dem Zwischenwertsatz ein
€ € [e;d] mit f(€) =y, weswegen y € Wy gilt. Folglich ergibt sich Wy = R.
c) Firalle z > 1 gilt

flx)=2>-21r—4=(r—1)*> - 5;

damit ist der Graph Gy im Bereich [1;00] der rechte Ast einer nach oben
geoffneten Parabel mit dem Scheitel (1;—5), und demnach ist die Ein-
schrénkung g = f|p,e0f von f auf das Intervall [1; oo[ streng monoton stei-
gend, insbesondere also umkehrbar; ferner ist W, = [—5; oo].

Zur Berechnung der Umkehrfunktion sei y € [—5; co; dabei gilt

gr)=y <= (1 -1 5=y <= (z—-1)>2=y+5 <
— r—-1=\/y+5 < z=1+y+5.

z—1>0

Damit ist
g i [=h00[ =R, gl y) =14+ Vy+5
die Umkehrfunktion der Einschrankung g = f|p,oo[ von f auf [1; ool.

a) Die Stetigkeit der gebrochenrationalen Funktion

T
z+1

fi:Ry =R, fi(z) =

und der Wurzelfunktion

fQ:RE)F%Ra f2<$>:\/5,
ergibt die Stetigkeit der Komposition

R
V41

Fiir alle x1, 2o € R mit x1 < x5 gilt aufgrund der Monotonie der Quadrat-
wurzel /T < /x5 und damit

_ VEm o VB
f(xl)_f(xQ)_\/?l_{_l \/x—2_|_1_
Vi (/7 + 1) = /7 (a4 1)
(Ve +1) (Vo +1)

f=fiofr:Rf =R, f(z)

1
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also f(x1) < f(x2); folglich ist die Funktion f streng monoton wachsend.



b) Fiir alle x € R gilt 0 < /z < y/x + 1 und damit

NS
Vr+1
woraus sich zunéchst Wy C [0; 1] ergibt; zum Nachweis von ,,D“ seiy € [0; 1].

Mit a = 0 gilt f(a) =0 <y, und wegen

flay = Y* ! :

0< f(z) =

<1,

— — — —

gibt es ein b > 0 mit y < f(b); nach dem Zwischenwertsatz existiert nun ein
€ €[0;b] mit f(§) = y. Insgesamt gilt also Wy = [0; 1].

¢) Zur Berechnung der Umkehrfunktion f~! : [0;1[ — R betrachten wir ein
y € [0; 1[; dabei gilt

\/z\/i:y = Vr=y(Vr+1) =

= Vi=yVity = Vi-yJr=y <=
= (o) Vimy = Vis e ()

11—y >0

flz)=y =

so dafl sich fiir die Umkehrfunktion
2
-1 -1 )
01— R = ——
Frr - (1)
ergibt. Die Funktion f~! ist als Umkehrfunktion einer streng monoton wach-

senden Funktion auf einem Intervall (bzw. als gebrochenrationale Funktion)
stetig.

39. Im Falle f(0) = 0 kann £ = 0 gewdhlt werden, und im Falle f(1) = 1ist £ =1
ein Fixpunkt. Sei also im folgenden f(0) # 0 und f(1) # 1. Die Funktion

g:[0;1] - R, g(x)=f(z)—=x

ist als Differenz der stetigen Funktionen f und idjy,; selbst stetig, und wegen
f(0) €]0;1] und f(1) € [0; 1] erhélt man

9(0) = f(0)=0=f(0)>0 und  ¢(1) = f(1) =1 <0.

Nach dem Nullstellensatz existiert ein £ € ]0; 1] mit g(§) = 0, also f(§) =& =0
und damit f(§) = &.

40. a) Fiir alle z1, 25 € R mit x1 < x5 gilt zunéichst

flxr) < flz)  und  g(2) < g(x2),

wodurch sich mit dem Monotoniegesetz der Addition

(f +9)(@1) = f(21) + g(21) < fw2) + g(21) <
< f(x2) + g(z2) = (f + g)(22)

ergibt; damit ist f 4+ ¢ : R — R monoton wachsend.



b)

Wir wihlen
fPR—=R, f(z)=n=x, und g:R=>R, g(z) =ua;
damit sind f und g (sogar streng) monoton wachsend, aber die Funktion

f-9:R=R, (f-g)(x)=f(z) g(z)=2?,

ist weder monoton wachsend noch monoton fallend. (Eine entsprechende
Argumentation wie in a) miflingt, da fiir die Anwendung des Monotonie-
gesetzes der Multiplikation eine Beschrankung auf positive Funktionswerte
notig wire.)

Fir alle 21, zo € R mit 27 < x5 gilt f(x1) < f(x2) und damit

(=/)(1) = =f(21) = = f(22) = (= f)(22);

damit ist —f : R — R monoton fallend.

Wir wéhlen

x, fir z < 0,
r+1, firx>0.

[ R—=R, f(x)—{

Damit ist f nullstellenfrei und (sogar streng) monoton wachsend. Aber fiir
r1=—1und o = 1 gilt ;1 < x5 und

1( ) 1 1< 1 1 1( )
) = —— — L — —(,):
£V f) 2 flza) 7
damit ist + nicht monoton fallend.

f
Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl die Aussage unter der zusétzlichen

Voraussetzung der Stetigkeit von f richtig ist. In diesem Fall gilt ndmlich
aufgrund des Nullstellensatzes entweder f(x) > 0 fiir alle x € R oder aber
f(z) < 0 fir alle z € R; dementsprechend gilt fiir alle z1, x5 € R auf jeden
Fall f(x1)- f(z2) > 0, so dafl aus x; < x5 zunéchst f(z1) < f(x2) und damit

1 1 1 1 !
7l = o) = 5o = gy — (e S fen) - sy 20
>0 —
also 1 1
?(331) > ?(332)7

folgt. Damit ist die Funktion 7 monoton fallend.



