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21. Für jedes x ∈ R \ {3} handelt es sich bei der Reihe

∞∑
n=0

x+ 3

(x− 3)n

um eine geometrische Reihe der Form

∞∑
n=0

c qn mit c = x+ 3 und q =
1

x− 3
;

diese konvergiert aber genau für c = 0 oder |q| < 1 und besitzt dann die Summe

∞∑
n=0

c qn =
c

1− q
.

Wegen

|q| < 1 ⇐⇒ 1

|x− 3|
< 1 ⇐⇒ 1 < |x− 3| ⇐⇒

⇐⇒ x− 3 < −1 oder x− 3 > 1 ⇐⇒ x < 2 oder x > 4

konvergiert also die Reihe
∞∑
n=0

x+ 3

(x− 3)n

genau für alle
x ∈ ]−∞; 2[ ∪ ]4;∞[ = R \ [2; 4] ,

und für die Summe der Reihe gilt dann

∞∑
n=0

x+ 3

(x− 3)n
=

x+ 3

1− 1

x− 3

=
(x+ 3) (x− 3)

(x− 3)− 1
=
x2 − 9

x− 4
.



22. a) • Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe
∞∑
n=0

(an + bn) sei konver-

gent; da aber die Reihe
∞∑
n=0

bn nach Voraussetzung konvergent ist, ist da-

mit auch die Reihe
∞∑
n=0

((an+bn)−bn), also die Reihe
∞∑
n=0

an konvergent,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist die Reihe
∞∑
n=0

(an + bn)

divergent.

Entsprechend schließt man auf die Divergenz der Reihe
∞∑
n=0

(an − bn).

• Wir nehmen zum Widerspruch an, die Reihe
∞∑
n=0

(λ · an) sei konvergent;

wegen λ 6= 0 ist
1

λ
∈ R, und damit ist auch die Reihe

∞∑
n=0

(
1

λ
· (λ · an)

)
,

also die Reihe
∞∑
n=0

an konvergent, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist die Reihe
∞∑
n=0

(λ · an) divergent.

b) • Die Reihe
∞∑
n=1

1

n2
ist konvergent und die Reihe

∞∑
n=1

1

n
divergent; nach a)

divergiert damit die Reihe
∞∑
n=1

(
1

n2
− 1

n

)
.

• Für alle n ∈ N gilt

(n2 + 1)2

n6
=
n4 + 2n2 + 1

n6
=

1

n2
+

2

n4
+

1

n6
;

da nun die Reihen
∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

1

n4
und

∞∑
n=1

1

n6
konvergieren und gemäß

Vorlesung die Summen

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
,

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
und

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945

besitzen, ist auch die Reihe
∞∑
n=1

(n2 + 1)2

n6
konvergent, und für ihre

Summe gilt

∞∑
n=1

(n2 + 1)2

n6
=

∞∑
n=1

1

n2
+ 2 ·

∞∑
n=1

1

n4
+

∞∑
n=1

1

n6
=
π2

6
+
π4

45
+

π6

945
.



• Für alle n ∈ N gilt

(n2 + 1)2

n5
=
n4 + 2n2 + 1

n5
=

1

n
+

2

n3
+

1

n5
;

da die Reihe
∞∑
n=1

1

n
divergiert und die Reihen

∞∑
n=1

1

n3
und

∞∑
n=1

1

n5

konvergieren, ist nach a) auch die Reihe
∞∑
n=1

(n2 + 1)2

n5
divergent.

23. Aus der Konvergenz der Reihe
∞∑
n=1

an ergibt sich notwendig, daß die Folge (an)n∈N

der Reihenglieder eine Nullfolge ist; damit ist aber

lim
n→∞

1

1 + an
=

1

1 + lim
n→∞

an
=

1

1 + 0
= 1,

weswegen die Folge

(
1

1 + an

)
n∈N

insbesondere keine Nullfolge ist und damit die

Reihe
∞∑
n=1

1

1 + an
sicher divergiert.

24. • Die Folge (an)n∈N mit an =
1

n+
√
n

für alle n ∈ N ist wegen

an =
1

n+
√
n
≥ 1

(n+ 1) +
√
n+ 1

= an+1

für alle n ∈ N monoton fallend und wegen

0 ≤ an =
1

n+
√
n
≤ 1

n
−→
n→∞

0

eine Nullfolge; damit konvergiert die alternierende Reihe

∞∑
n=1

(−1)n an =
∞∑
n=1

(−1)n

n+
√
n

nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium.

• Die Folge (an)n∈N mit an =
1√
n

für alle n ∈ N ist monoton fallend, und für

den Grenzwert gilt lim
n→∞

an = 0; damit konvergiert die alternierende Reihe

∞∑
n=1

(−1)n an =
∞∑
n=1

(−1)n√
n



nach den Leibnizschen Konvergenzkriterium. Da aber die harmonische Reihe
∞∑
n=1

1

n
divergiert, ist damit auch die Reihe

∞∑
n=1

(
1

n
+

(−1)n√
n

)
divergent.

• Wegen lim
n→∞

n
√

2 = 1 ist die Folge (an)n∈N mit an = (−1)n n
√

2 für alle n ∈ N

keine Nullfolge; damit ist aber die Reihe
∞∑
n=1

(−1)n
n
√

2 divergent.


