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17. Fiir die Folge (a,)neny mit a, = n - (1 + (=1)") fir alle n € N ergibt sich

. (2k—1)- (14 (=1)*71) =0, fallsn =2k — 1 ungerade,
2k (T4 (1)) = 4k, falls n = 2 k gerade.

Damit gilt hm asr—1 = 0 und hm asr = +oo, so dal die Folge (a,)neny den
Haufungspunkt b = 0 besitzt.
Fiir die Folge (b,,)pen mit b, = (1 + % - sin (”2—”))n fiir alle n € N ergibt sich

(sin (2£7) =sin (2k ) = 0, falls n = 4k,
sin (AEUT) —gin (2k7 —T) = —1, fallsn=4k—1,

, (nw> 2
sin (— ) =
2 sin @ :sin(2k7r m) =0, falls n =4k — 2,

\sin @ (2k7r T”):l, falls n =4k — 3,
und damit
1, falls n = 4k,
1 . /nmy\" (1-4)", fallsn=4k—1,
b, = 1+—-s1n<—> = n
n 2 1, falls n =4k — 2,
(1+2)", fallsn=4k—3.

Die Folge (b,,)nen besitzt wegen

. . . 1 .
lim by, = lim by,_9 =1 sowie hm biyp—1=— und lim by_3=c¢
k—o0 k—o0 k—o0 e k—o0

die drei Haufungspunkte ¢; = 1 sowie ¢y = % und c3 = e.

Da durch die Betrachtung der Teilfolgen (asx—1)gen und (ag)ken von (@, )nen bzw.
(b4k)k€N7 (b4k71)k€N7 <b4k72)k€N und (b4k73)keN von (bn>n€N alle Folgenglieder von
(@n)nen bzw. (by)nen erfasst werden, gibt somit genau die oben bestimmten (und
keine weiteren) Haufungspunkte.

18. Wir betrachten die Folge (ay,)nen mit

n

apn = fir alle n € N.

k=1

| =



Wir zeigen zunédchst age1 — age > % fiir alle £ € N: es gilt zum einen

2€+1

B I 1 1 1 1
a25+1—ZE—1+§++?+2£+1++%
k=1
und anderen )
21 1
Aot = E—1+§+ +§,
k=1
insgesamt also
1 1 S of I
@22+1—a2€—22+1+...+%_2-%_E
—— ~
S eay >

~
insgesamt 2¢ Summanden

Wir folgern nun, dafl (a,),en keine Cauchyfolge ist. Eine Folge (a,)nen ist dabei
eine Cauchyfolge, wenn die Aussage

Ve>0 dngeN Vm,n>ng: |a,—an| <e

gilt; die Negation der Aussage lautet damit

de>0 VngoeN dm,n>ng: J|a, —anl >e.

Sei nun € = %; fiir alle ng € N gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein

¢ € N mit 2° > ng, und mit m = 2 > ng und n = 27! > ny gilt dann

|CLn — am| = |CL2£+1 — CL2£| = Q9e+1 — Qg > % = €.
s.0.

19. a) Wir zeigen die Formel fiir die Partialsummen mit vollstdndiger Induktion:

1 1 1 1
S = 2% Esist sy=ay = ————

2.(22-1) 6 4 2.-2-(2+1)

s —n 4+ 1%
n 1 1 n 1
i T4 2ntn+1)) T 1) ((n+1)2-1)
1 L 1 1, —mr2+2
4 2n(n+1) (n+D)(n2+2n) 4 2n(n+1)(n+2)
1, —n 1 1
4 2n(n+ D) (n+2) 4 2(n+1)(n+2)
b) Wegen
I i 1 1 1
ims,=1m|(-—————-)=-
ist die Reihe nz; n(n2——1) als Folge (s,,)nen der Partialsummen konvergent,

- 1
und fiir ihre Summe gilt Z ———— = lim 5, = -

—n (n2 — 1) n—00



20.

a) Wir zeigen zunéchst

k=2

fiir alle n € N mit n > 2 mit vollstéindiger Induktion:
S = 2% Es ist

i:a—a—S—E) (1+ 1 >
T 4\ 2 241
s —n+ 1% Es ist
n+1 n
Zak = <Zak>+an+1
k=2 k=2
(5 (1 1 )) 4(n+1)
= =+ ) )+ 5
1\ wr))
5 1 1 4(n+1)
T4 2 (1?2 (n2+2n)?
5 1 1 4(n+1)
T4 (n+12 0?2 n2(n+2)?
5 1 (n+2)2—4(n+1)
T4 (n+12 n? (n + 2)?
5 1 (n?+4n+4)— (4n+4)
T4 (n+1)2 n? (n + 2)?
5 1 n?
T4 (n+1)?2 n2(n+2)?
5 1 1
B Z‘(<n+1>2+<n+2>2)

Wir zeigen jetzt

n

3 2n+1
E “1Neqr =2+ (=1)r. -~ —
kQ( fo 4+< ) n*(n+1)2

fiir alle n € N mit n > 2 mit vollstédndiger Induktion:
S = 2% Es ist

2
8
Z(—l)kak=a2=§
k=2
und
3 (gp. 224l 3.5 32 8
4 22.(2+1)2 4 36 36 9



S —n+ 1% Es ist

n+1 n
Sctpe = (v 40
k=2 k=2
3 2n+1 4(n+1
= (_+(_1)nﬁ)+(_1)n+l ( ) .
4 n?(n+1) (n+1)2-1)
3 2n+1 4(n+1)
- = -1 n__ """ - -1 n+l_“\'" " 7/
1V e T Y
_ §_1_(_1)n+1—(2n—|—1)(n+2)2+4(n+1)(n+1)2
4 n?(n+1)% (n+ 2)?
3 w1 —(2n+ 1) (n*+4n+4)+4(n+1)>°
= 24+
4 n?(n+1)2(n+2)2
_ 3 n+1 1
SR ANy g Y praag
[—(2n®+8n” +8n+n’+4n+4) +
4(n3+3n2+3n+1)]
. 3 n+1 1 3 2
R Sy ey e R G L
3 2(2 3
— _+(_1)n+1 n ( n + )
4 n?(n+1)% (n+ 2)?
3 2n+3
= ~ 4 (=) :
7R S Ay e sy pr
b) Wegen
St (L 1y 0
Py n? (n+1)2 ) nooo 4
k=2 ~N ——
—0 -0
o0 o 5
ist die Reihe Zan konvergent, und fiir ihre Summe gilt Zan =7
n=2 n=2
Ferner ist wegen
‘( 1y 2n+1 2n+1 ( 2 N 1 ) 1 0
- 2 2|~ 2 2 — \ o 2 ) h 12 e
n?(n+1) n?(n+1) n n (n+1)2 n—
damit
. 3 2n+ 1 3
—Deap ==+ (-1)"——— — =
;( Vo =1+ o2 1
die Reihe Z(—l)" a, konvergent, und fiir ihre Summe gilt
n=2



