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9. a) Fiir alle n € N mit n < 10° gilt
Vn < V106 = 10® = 1000;

daraus folgt dann

1 1 n n
— < — d damit —— < — =/n.
1000 i 9000 S R v
Zusammengefafit erhélt man
1000>f>m und damit n+1000>n+\/_>n+1000

wegen der Monotonie der Quadratwurzel also

n
1 v
n+1000 > \/n+/n > /n+ 1000
und damit

Vn 41000 — v/n > \/n++/n —/n > n+m—\/_

also a,, > b, > c,.
b) Fiir alle n € N ist

(v +1000 — /n) - (Vn+1000 + v/n) _

= v/n -+ 1000
V= Vi + 1000 + /1
R+ 1000° — ' (n+1000) —n 1000

= = — 0,
Vn 410004+ v/n  /n+1000++/n  +/n+ 1000 + /n n—oo

(Var v - va) - (Vo v vi)
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und

n 1
= D n=va 1 ———1 .
¢ n+ o0~ VR = VR ( * 1000 ) o
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~
>0

Wir zeigen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion:

,n = 1%
Es ist a1 = 5 und damit 3 < aq; < 5.
S—n+ 1%
1 2

3§an§5:>427—an>2:>§§7 <1l =

7 2

- <3+ <4 = 3<a,.1 <5

2 7T—a,

Wir zeigen a,, > a,; fiir alle n € N mit vollstdndiger Induktion:

Sn o= 1%
5>4=3+ 2
a1 = = — = Q9.
1 = 7_5 2
S —n+ 1%
2 2
anzan+1:>7_an§7_an+1:> > —
7_CL7L 7—an+1
2
i =3 >34~ —q,
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Damit ist die Folge (a,),eny monoton fallend und geméf a) beschrinkt, folg-
lich ist (ay)nen konvergent.

Fiir den Grenzwert a = lim a,, gilt 3 < a < 5 geméiB a), und damit erhélt

n—00
man

li li 3+ 2 3+ 2z 3+ 2
a = lim a,.; = lim = - = .
n—00 + n—00 7 — Ay, 7 — lim (07% T—a

n—o0

Damit folgt

(a—3)(T—a)=2 = —a’+10a—21=2 =

10 £ /8
a>—10a+23=0 = a:T\/_:5:I:\/§;

wegen 3 < a < 5 folgt hieraus schon a = 5 — /2.

Wir zeigen 0 < a,, < 1 fiir alle n € N mit Hilfe vollstéandiger Induktion:
,n = 1% Wegen a, = % ist 0 <ay <1.



12. a)

s —n 4+ 1% Es ist also 0 < a,, < 1. Wegen a,, > 0 ist

2a,+1>0 und 2+a, >0

und damit
2an—|—1>0
Up41 = ;
1 2+ a,
ferner ist wegen a, < 1 auch a, —1 < 0 und damit
2a,+1 2ap,+1) - (2+a, n—1
an+1_1_$_1:(a+) (+a):a <0,
2+ a, 24+ a, 24+ a,

also a, 1 < 1. Insgesamt gilt also 0 < a,11 < 1.

Fiir alle n € N gilt 0 < a, < 1 gemif a), woraus 2 + a,, > 0 und a2 < 1,
also 1 — a2 > 0 folgt; somit erhélt man

2a, +1 (2a, +1) —a,(2+ ay)
py1 —0p = 5 — Qp = =
2+ a, 2+a,
20, +1—2a, —a2 1—ad?
= = > 0,
2+ a, 2+ a,

also a,41 > a,. Damit ist die Folge (a,,)nen streng monoton wachsend.

Die Folge (a,)nen ist geméf b) (streng) monoton wachsend und geméifl a)

(nach oben) beschrankt, also konvergent. Fiir ihren Grenzwert a = lim a,
n—oo

gilt dann unter Verwendung der Rekursionsvorschrift

. . 2a,+1 20 +1
a= lim a,;; = lim = ;
n—o00 n—o00 2—|—a,n 2—|—a

woraus sich
a(2+a)=2a+1, also 2a+a®=2a+1,

und damit
a’ =1, also ac{-1,1}

ergibt; wegen a,, > 0 fiir alle n € N mufl auch a > 0 gelten, womit man
schliellich a = 1 erhélt.

Fiir jedes n € N ist das Folgenglied

L, L
p = — R E—
n n+1 2n

1 1 1.

die Summe der n + 1 aufeinanderfolgenden Stammbriiche -, D e B

damit ergibt sich zum einen

1 1 1 1 1
ap = — +...+ — <(n+1)-—=14+—-<2
n n+1 2n n n
~~

<l <1 <1



und zum anderen

S SIS B R SR B
=y n+1 " 2n — " m =" =Y
— —— =~
>4 >L >3
Damit ist die Folge (ay),>1 beschrénkt.
b) Fiir alle n € N gilt
Qpy1 — Ap =
Lo 1 L L)
n+1 """ 2n 2n+1 2n+2 n n+l 7 2n)
1 1 1 1 1 1 1 1
2n+1 2n+2 n =" 2n 2n n n n
——
<sm <sm

damit ist die Folge (ay),>1 monoton fallend. Zusammen mit der in a) ge-
zeigten Beschrénktheit ist die Folge (ay),>1 insbesondere also konvergent.



