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Teil 1

Anfangswertaufgaben bei
gewoOhnlichen Differentialgleichungen



Kapitel 1

Allgemeine Eigenschaften von
Diskretisierungen und Beispiele

Zusammenfassung von Kapitel 1:

— Beispiele expliziter und impliziter Ein— und Mehrschrittverfahren,

— Konvergenz von konsistenten asymptotisch stabilen Verfahren,

— Konsistenzordnung impliziert Konvergenzordnung bei asymptotisch stabilen Verfahren,
— Realisierung in Gleitpunktarithmetik.

Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme bei gewohnlichen Differentialgleichungen be-
stimmen Niherungswerte fiir Funktionen, die als Lésungen von Anfangswertaufgaben gewohnli-
cher Differentialgleichungen definiert sind. Ich betrachte folgende Form von Anfangswertaufga-
ben:

(1.1) Definition  (Anfangswertaufgabe)
Gegeben f: I x R® — IR", I = [ty,to +T] C IR, und zy € R™.
Gesucht z: T — IR",z € CY(I), so daB gilt

(A) { 3:(t0) = To
2'(t) = f(t,z(t) , tel;

O
Dabei ist i ) _ :
dr
=0 71(s)
Z'(s) = : fir z(s) =
dzy, T,(8
| ) | n(s)

komponentenweise erklirt. An den Réandern ¢y und #y + 7" des Intervalls I ist der rechts- bezie-
hungsweise linksseitige Differentialquotient von x zu bilden:

— - T
2 (to+) = lim z(s) — z(to)  2l(to+T—) = lim z(s) —z(to +T)
s—t0,5>10 s —to soto+Tys<to+T s — (to +T)
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Falls fiir alle Komponenten z; € C!(I),1 < i < n, gilt, sagen wir, da§ € C'(I) ist; analoges
gilt fiir z € Ck(I).

Aus der Schar von Losungen der Differentialgleichung 2’ = f(t, z) charakterisiert man durch die
zusétzliche Anfangsbedingung eine — unter geeigneten Voraussetzungen, vgl. (1.3) — eindeutige
Losung. Verlangt man allgemeiner

r(z(ty),z(to+ 7)) =0, r:IR"xR"— R",

so ergibt sich die (Zweipunkt)Randwertaufgabe (in den zwei Punkten ¢, und ¢y +7T'), die wir im
zweiten Teil behandeln.
Beispiele fiir Anfangswertaufgaben sind etwa Populationsmodelle, z.B.

(1.2) Fallstudie  (Verhulst-Modell: Populationsmodell mit sozialem Stress )

dll‘l - 011.7,‘12 - bLEl.'L'Q

z'(t) = = , a1,Q9,d1,do,b,c > 0.
(¥ [fﬂz'(t)] [—dm—azw22+cw1x2 b L

O

Existenz und Eindeutigkeit zumindest lokal, d.h. in einer Umgebung des Anfangswertes (¢, z¢)
sind fiir Lipschitzstetige rechte Seiten gesichert:

(1.3) Satz
Sei I =[a,a+ 6], 6 >0, und f: I xIR"™ — IR" stetig, und Lipschitzstetig in
Klzo; 0] ={y € R": ||y — zo|| < 0},0 >0, d.h.

AL>0 Viel Vy,z€ Klzoiol [If(ty) = f(t2)] < Llly — 2.

Ferner sei

6 max [[f(ty)l <o
tel ,yeK[zo;0]

Dann existiert in I genau eine Losung  der Anfangswertaufgabe

z(ty) =zo, ='(t)=f(t,z(t)), tel.

Beweis:

z.B. Knobloch, Kappel: Gew. DGL., S. 53, Satz 9.1

Da die Bedingung

6 max t, <
)l <e

durch eventuelle Verkleinerung von § bzw. I immer erreichbar ist, ist dies eine ’lokale’ Existenz-
aussage.
Zur knappen Formulierung der Voraussetzung ’Lipschitzstetig’ in (1.3) folgende

(1.3’) Bezeichnungen

Sei immer in Kapitel 1 ohne ausdriickliche Prézisierung I = [tg,t) + 7] C IR mit

—00 < tp < to + T < oo . Wenn nicht nidher spezifiziert, ist || - || irgendeine gegebene Norm im
R"™. Fir f: I xIR" — IR" ist
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(i) f € Lip < f ist stetig und erfiillt die folgende Bedingung (L) :

(L) F3L>0 Viel VyzeR": [|f(ty) - f{2)| <Ly -z

(ii) f € Lipe, <= [ ist stetig und erfiillt die folgende Bedingung (L) :

(Lep) YVe>0 3Le>0 Viel VyzeK[0;d: [[f(t,y) — f(t2)l < Lelly — 2|

(iii) f € Lipyoe (bzgl. der Losung z) <= f erfiillt die folgende Bedingung (L oc):

es existiert ¢ > 0, so dal mit U(z;c) := U,cr {t} x K[z(t); ]
(Lioe) f:U(z;c) = IR™ stetig ist, und es existiert L, > 0 mit
£t y) = F(&, 2)| < Luoclly — 2| fiir (¢,y) , (¢,2) € U(z;c) ;

Dabei ist in (ii) und (iii) K[u; o] :={v € R™: ||v — u|| < p} die abgeschlossene Kugel um u mit

Radius p.
ius o -

Will ich in der Bezeichnung schon auf die Lipschitzkonstante Bezug nehmen, verwende ich statt
‘ f € Lip mit Lipschitzkonstante L ‘ die Bezeichnung ¢ f € Lip(L) ¢
und analog ¢ f € Lipoc(L) * fiir * f € Lip;pe mit der lokalen Lipschitzkonstanten L‘ .

Bemerkung
(i)=(ii))=(iii) (klar) .
Daf ’f € Lip.y’ nicht die ’Ezistenz im ganzen Intervall I’ sichert, zeigt z.B.
(1.4) Beispiel  (Explosionsgleichung)
x' = a? z(—1) = ! I=[-1,1].
? o + 1 7 7
Dann erfiillt f(z) = z? die Bedingung (L,,). Die Lésung lautet, falls o # —1 ist,
1
t) = ——
o(t) = —
Fir « = =14+ ¢ und € > 0 klein, ist das rechtsmaximale Existenzintervall der Lésung der
Anfangswertaufgabe nur [—1, —1 + ¢ , also nicht ganz I.
O

Wir werden im weiteren aber immer die Ezistenz der Lisung der AWA (1.1) im ganzen Intervall
I voraussetzen. Daher kommen wir mit den schwicheren Bedingungen (L;,.) oder (L,) aus.

Die Methoden zur Berechnung einer Lésung gehen bei AW A'n schrittweise von einem Teilinter-
vall zum néchsten vor dhnlich wie man den Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitsatzes von
Picard-Lindeldf fitlhren kann. Daher erhilt man bei der numerischen Durchfithrung gleichzeitig
Hinweise tiber Nichtexistenz bzw. Existenz der Losung, vgl. die Abbildungen 1.1 und 1.2.
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Abbildung 1.1: Verhalten unterschied- Abbildung 1.2: Verhalten unterschied-
lich feiner Diskretisierungen im sin- lich feiner Diskretisierungen im re-
guliren Fall o = 0.999 guldren Fall o« = 9.0

Polygonzugverfahren (1.5) fiir Beispiel (1.4)
Eine im Intervall [—1, 1] singuldre Losung erhélt man etwa fir o = 0.999, eine dort regulére
Losung etwa fiir a = 9.

Formal dquivalent zur Lésung von (1.1) ist die Losung der Integralgleichung
t
z(t) =x0+ | f(s,z(s))ds, tel.
to

Dabei ist fiir f : I x R™ — IR™ das Integral komponentenweise erklirt. Dieser Zusammenhang
ist Grundlage und Motivation fiir einige Verfahren.

Zur ndherungsweisen Losung der Anfangswertaufgabe in I = [ty, p + 1| werden N&herungen fiir
die Lésung in endlich vielen Punkten I, von I bestimmt

Iy, = {a:to <t <.. <tN=b} c I= [to,t0+T].
Einige Sprechweisen im Zusammenhang mit Gittern Ij:
Bezeichnungen

(i) Die Schrittweite h =T/N >0, N € IN, liefert das ’dquidistante’ (gleichabsténdige)
Gitter I = {tj € I:tj =ty +jh ,j=0,.,N} baw. I, :={t; €I ,j=0,..,N —1}.

Nicht dquidistante Gitter erhédlt man durch einen Schrittweitenvektor :

(i) h = (ho,h1,-..,hn_1)" € RY mit einem N € IN heifit Schrittweitenvektor zum Intervall
[to,to +T], wenn h; >04=0,...,N —1; Zz’]i_ol h; =T . Das zu h gehorige Gitter ist
In={tjel:tj=to+ Zg;(} hi ,j =0,..,N} und das halboffene Gitter I, := {t; € I, ,j =
0,.., N — 1} .

Umgekehrt bestimmt ein gegebenes Gitter I, = {t9 < ...t;_1 <t; <...tny} den zugehorigen
Schrittweitenvektor h durch h; :=1%;11 —1;,0<j < N .

(iii) [Ip] == |h] = Ogl.%vhi ist die Gitterbreite von h = (hg, h1,...,hy_1)! € RN bzw.
St

die Gitterbreite von I},.
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(iv) Fiir eine Folge () € RN | k € IN) von Schrittweitenvektoren (mit Ny — o) ist

limg oo ) = 0 definiert durch limy_,o [R#)| =0 .

Dazu ersetzt man bei Einschrittverfahren die Differentialgleichung

(a) 2'(t) = [2(t; + hy) — (¢;)]/ Ry
(b)  f(t,z(t) = falty, =(t), tjr1, z(tj41))

Um in der Fehleranalyse auch die Abhéngigkeit der numerischen Losung von nicht exakten
Anfangsdaten — etwa durch Rundung, oder von Anfangsdaten aus ungenauen Beobachtungen

#'(t) - f(t,2(t) =0

auf dem Teilintervall [¢;,¢; + h;[ durch

tj§t<tj+hj

oder Messungen — mit zu erfassen, lasse ich mogliche Ungenauigkeiten im Anfangswert zu

(c) mo=mop

Die naheliegendste Wahl in

und in

4

(b)  fnlto,zo,t1,21) := f(to, o)

(c) mop =m0

stammt von L. Euler (*1707 in Basel) — (1 1783 in St. Petersburg) und wird als FEulersches
Polygonzugverfahren bezeichnet. Zur Veranschaulichung vergleiche man die Abb. 1.3 : Niherung
auf I, sind die o-Werte.

bzw. z, = rd(zo)

351 Eulersches Verfahren:

3 Naeherungen O

Polygonzugverbindung der
25F Naeherungen
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Veranschaulichung des Polygonzugverfahrens

Abbildung 1.3: Veranschaulichung des

Polygonzugverfahrens fiir n = 1.
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Abbildung 1.4: Verfahrens- versus Run-
defehler, p = 1.
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(1.5) Polygonzugverfahren  (von Fuler)
Mit der Bezeichnung z; = z,(t;) gilt dabei
(Ap) Tjy1:=x; + h; f(tj,:L‘j) , 3=0,1,....
O

Bei Kenntnis von z; kann man beim Polygonzugverfahren (1.5) z;11 berechnen durch ezplizite
Auswertung von f .

Im Gegensatz dazu mufl beim folgenden impliziten Verfahren ein (im allgemeinen Fall eines
beliebigen f) nichtlineares Gleichungssystem (n Gleichungen in den n Unbekannten z;4; € IR™)
gelost werden beim Ubergang von t; zu ¢41.

(1.6) Riickwirtsgenommenes Polygonzugverfahren
Mit z; = .’L‘h(ti) ist
(Ah) Ljt1 = Tj + h’] f(tj-f-laxj-i-l) ) .7 = 07 1a T
ein implizites Verfahren, denn ', ist nur implizit als Losung obiger Gleichung definiert.

O

Ich mo6chte noch eine weitere Verfahrensklasse mit einem Beispiel motivieren. Kennt man z.B.
aufler dem Anfangswert z () auch noch den exakten Wert von z(t1) — oder eine genaue Niherung
dafiir — , so kann man z(¢2) und alle weiteren Werte hoffentlich genauer bestimmen.

(1.7) Mittelpunktformel
Sei o und x; gegeben. Dann erhilt man durch

Tjt2 = Tj +2hf]—|—1 5 ]: Oala"' ;

die Ndherungswerte der Mittelpunktformel.
Dabei ist z; = zx(t;) und f; = f(t;, zp(t;)) , i =0,1,... .
O

Dies ist ein explizites 2-Schrittverfahren: 2-Schritt—Verfahren, da die Naherungswerte in 2 In-
tervallen verkniipft werden; ezplizit, da zur Bestimmung des neuen Wertes z; 2 nur (explizite)
Funktionsauswertungen notwendig sind.

Allgemein formuliert betrachten wir bei Einschrittverfahren fiir die Anfangswertaufgabe (1.1) —
im folgenden immer (A) abgekiirzt —

(A) { .'L'(t()) =Ty

2'(t) = ft,x(t) , tel:=][ty,to+T];

ein Ersatzproblem folgender Bauart:
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(1.8) Einschrittverfahren  (kurz (ESV))
Zum Schrittweitenvektor h = (hg, ..., hy_1)! mit zugehorigem Gitter

In={tj=to+) hi : 0<j <N}
1<

seien
frn:Ip xIR" x I, x R® — IR",
I x R™ x I, x R"™ 3 (to, o, t1,21) — fn(to, zo,t1,71) € R"
und zo, € IR® gegeben. Gesucht ist zj : I, — IR™ mit
zp(to) = o,
(A {(xh<tj+1> — anlt) by = fultyymnlt) s, an(tin)  0<j< N
O

Ein Einschrittverfahren ist genauer eine Konstruktionsvorschrift ®, wie man sich aus jeder gerade
betrachteten rechten Seite f bei gegebenem h die Verfahrensfunktion f, bestimmen soll, d.h.

fh('a':'a') :q)("'7'a';haf) ) fEf;

mit einem Schrittweitenvektor h, und f aus einer geeigneten 'Klasse’ F von rechten Seiten. Diese
funktionale Abhéngigkeit des f; von f mufl man immer vor Augen haben, obwohl ich sie in der
Notation im allgemeinen weglasse. Hiufig bezeichne ich auch das Einschrittverfahren mit (Ap)
- ebenso wie die definierenden Gleichungen.

Fir das vorwértsgenommene bzw. das riickwértsgenommene Polygonzugverfahren gilt

Jn(to, o, t1,21) == f(to,m0) baw. fu(to,zo,t1,21) == f(t1, 1) .

Die verschiedenen Einschrittverfahren unterteilt man nach dem Aussehen der Konstruktions-
vorschrift ® bzw. der resultierenden Abbildung fj, mit (s,y,t,2z) — fr(s,y,t,2) :

EINSCHRITTVERFAHREN
explizit implizit
Erklirung die funktionale Abhingigkeit | die Funktion f5 ist implizit
fir die fr besteht in expliziten durch Gleichungen
Namensgebung Funktionsauswertungen gegeben
Durchfithrbarkeit klar muf} analysiert werden:

ja, falls |h| hinr. klein
grof}, da in jedem Schritt
Aufwand nicht sehr hoch nichtlineares Gleichungs—
system zu l6sen ist

Genauigkeit gut bei geniigend Aufwand | gut bei geniigend Aufwand
Stabilitat nicht so gut sehr gut
Schrittweiten— einfach

Steuerung
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FEinschrittverfahren heiflen diese Verfahren deshalb, weil xj(¢;41) berechnet werden kann bei
Kenntnis der Néherungslosung 5 (t;) einen Schritt vorher.

Im Gegensatz dazu wird bei Mehrschrittverfahren xp(tj11) bestimmt durch die Naherungen
in mehreren vorangehenden Gitterpunkten. Eine stichwortartige Bewertung von Mehrschrittver-
fahren enthilt die folgende Tabelle

MEHRSCHRITTVERFAHREN
explizit implizit
Namensgebung wie bei ESV wie bei ESV
Durchfiihrbarkeit klar muf analysiert werden:
ja, falls |h| hinr. klein
Aufwand gering nicht sehr hoch
Genauigkeit sehr gut sehr gut
Stabilitdt sehr schlecht schlecht — nicht so gut
Schrittweiten— aufwindig aufwindig
Steuerung

Im Rest dieses Abschnitts betrachte ich Ein— und Mehrschrittverfahren gemeinsam. Deshalb sei
(Ap) von der Form

(1.9) Bauart von (Ap)

Sei m € IN. Mit z; = x(t;) seien zg,...,Z,—1 (geeignet) gegeben. Dann werde x4, fiir
7=0,....., N —m bestimmt durch eine Vorschrift der Form
1 m
(Ah) Eza’kx]-f-k - fh t]aw]a tj+ma$j+m) y ] = 0,1,..... N —m .
k=0
O
Dabei ist
1 m
(Dnzn)(t;) = EZ agzp(tjvk) = ' (t7)

und
fh(tj;-Th(tj), R ,tj+m,$h(tj+m)) = f(t]’m(tj))

Einschrittverfahren ESV erhélt man mit der Spezialisierung
m=1,a1=1,a0=~1 dh (Dpzp)(t;) = (Dpan)t;) = (zn(t + h(t) - zp(t)) /h(t) |} — tj -

In Analogie zu ESV erweitere ich die Definition fiir I,; durch I,’l ={tj el :tjzm e Ip} .
Zur Bewertung der Giite berechneter Ndherungen folgendes Maffiir zp, : I, — IR™

12hlloo, 1y = max |[z4(1)]| und analog|[zny ;1 := max lzn ()]
h

Minimalziel sind konvergente Verfahren. Dazu
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(1.10) Konvergenz und —ordnung
Das Verfahren (Ap) der Form (1.9)

(a) heifit konvergent , wenn limy_y ||zp — 2|0, =0 -
(b) hat (mindestens) die Konvergenzordnung p € IN, wenn
[2h = #lloo,, = O(AIP) , h =0 .
Dabei ist z Losung der Anfangswertaufgabe (A) und z;, die Losung von (Ay) auf I. O

Damit xp, eine akzeptable Ndherung fiir z sein kann, mufl (A) eine passende Niherung fiir (A)
sein. Dieses 'passend sein’ nennt man

(1.11) Konsistenz und —ordnung
Ein Verfahren (Ap) der Form (1.9)
(a) heifit konsistent , wenn

(i) lim max ||zp(t;)—z(t:)|| =0, , sog. Konsistenz bzgl. der ‘Startwerte’
h—0  0<i<m—1

- : 1 &
(12) ]11_1% max [|7,(t;)[| = 0, wobei 74(t;) = 7 ZakII?(thrk)—fh(tj,iE(tj)a---,tj+m,$(tj+m))-

t;el, k=0
(b) hat (mindestens) die Konsistenzordnung p € IN , wenn

. L ; = p .
(1) ogr%a‘n)f_l“m’ z(t)]| = O(RIP) , h = 0

(1) max || (t;)l = O(|A) , b — 0.
L€l

Dabei ist = die Losung der Anfangswertaufgabe (A). O

T, der sog. lokale Diskretisierungsfehler, ist also der Defekt bei Einsetzen der exakten Lisung
der Differentialgleichung in die Differenzengleichung.

(1.12) Bemerkung  (Konsistenz von ESV')
Bei ESV ist notwendig und hinreichend fiir die Konsistenz von (Ap) mit (A), daBl gilt

lim o (to) = 2(to) 5 lim  max||fp(t;2(t), ¢ + h,w(t + h)) = f(t,2(@)] =0
—> — telh

Dabei ist = die Losung von (A).
Beweis:

Fiir z € C1(I) gilt immer

h
(DO =@ < 5 [ I+ = Ol
h—0

< max  |l2'(t+0) —2'(8)]| 20,
tt+0€I:0<6<h|

wobei diese Konvergenz aus der gleichmifligen Stetigkeit von z’ auf I folgt. Wegen
Th(t) = [(Dna)(8) =/ ()] + [F (¢, 0(8)) —fa(t, 0(),t + hoa(t + b))
=0

impliziert jede der Bedingungen in (1.12) bzw. (1.11) die andere. O
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Wegen f, = f in der Polygonzugmethode folgt daraus, dal die Polygonzugmethode konsistent
ist. Die Konsistenzordnung p = 1 der Polygonzugmethode zeige ich im nichsten

(1.13) Satz
Das Polygonzugverfahren hat fiir f € C'(I x IR") die Konsistenzordnung p = 1. Es gilt mit der
Losung = von (A) fiir jeden Schrittweitenvektor h

1
17l z2 < (518" loest) 1] -
Beweis:

Man beachte
x Losung der AWA = z € CY(I) = 2/(-) = f(-,z(")) € C! n. Vor. itber f =z € C?*(I) .

Zut; e I,IL ist

def 1
Tw(ty) = ﬁ(x(tj + hj) — 37(tj)) = fu(tj, z(t)), tit1, 2(tj1))
J
fri=f 1 ' tith n
= ;([ wltg) +hya'(g) + [ (4 Dy = s)al(s)ds ] - ﬂﬁ(tj)) — [, 2(ty)
¥ :
1 ti+h;
= (tj + hj — s)z"(s)ds , da z Losung der AWA .
J Ji;
— !
7 1 [tithi
(5 < max T (s)|| — t;i+ h; — s)ds
Il < e g [ )
= hj/2
=
1
max (@] < wax (Ghe"6)) -
tel, el 2 5
T = 1/2]|2"|loo.s
= ||Th’||OO,I;L . o0,
O
Die Konvergenzeigenschaft folgt aus der Konsistenz, falls die Losung z; von
1 m
(An) 7 > arzn(tive) = fulty, on(ty), - - tivms Taltiom)) , §=0,... N —m;
k=0
stetig abhiingt von den Anfangswerten zp(to),...,Zr(tm—1) und den rechten Seiten fp,. Fiir die

hier betrachteten Verfahren ist dies sogar eine Lipschitzstetige Abhéngigkeit. Daher beschrinke
ich mich bereits in der Definition der ’asymptotischen Stabilitéit’ auf 'Lipschitzstetig’.

(1.14) Asymptotische Stabilitit
Das Verfahren (A4y | h € H) der Form (1.9) heiit asymptotisch stabil , wenn gilt:

dHy>0 dpg>0 Fd5>0 E|C~>0 VhEHZ‘h|<H0 Vap: I, — IR":
(Ofgz.fgn l@n(ti) — ()] < 00 A (Dpan)(ts) = fu(tjs oats), - tivm, h(tjsm)) 5 tj € I,)
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Vzp: I, — IR™:
(Oglax |2 (t:) — zn(t:)|| < 6o A max 1Dnzn) (t;) = Fu(tis 20 (ts)s - tjvms 20 (Ejrm)) || < d0)
i€ h
|z =k 00,1, < C( [nax ll2n (t:)—zn(t:)]| + max |(Dnzn) (t)— fn (ts 2(t5)s - tjtms 20 J—|—m))||)
m tel,

Dabei ist = die Losung von (A).

Dies ist gerade die "Lipschitzstetige Losbarkeit’, d.h. die Lipschitzstetigkeit von

( Dy (s zn) — fal- zn) )71

in der Umgebung von 0, gleichmifig in h : |h| €]0, Hy].

Bei Einschrittverfahren ist diese Stabilitdtseigenschaft genauso 'nahezu automatisch’ erfiillt wie
die Konsistenz nach (1.12). Sei H eine (verallgemeinerte) Folge von Schrittweitenvektoren mit
h — 0 (ihr konkretes Aussehen kann je nach Situation variieren). Dann erhilt man die asym-
ptotische Stabilitéit aus der Lipschitzstetigkeit, gleichméfig in h € H, der Verfahrensfunktionen
fn -

Bei Mehrschrittverfahren gilt dies nicht ‘automatisch’, auch wenn f, und f Lipschitzstetig sind
(s. Ubungen).

(1.15) Satz

Das Einschrittverfahren (A, | h € H) sei konsistent mit (A). Die Schar der Verfahrensfunktionen
((t, o, t + h(t),z1) — falt,zo,t+ h(t),z1) | h € H) sei in der 2. Variablen zg € U(z;c) und 4.
Variablen z; € U(x;c) Lipschitzstetig mit in h € H und t € I, gleichméBiger Lipschitzkonstante
L, wobei z die Losung von (A) ist. Dann ist das Einschrittverfahren asymptotisch stabil fiir
quasi-uniforme Gitterfolgen, d.h. es gilt %]J—hl <c firalle h = (h;) € H .

Beweis:

Wachstumslemma
Seih; >0,9; >0, ¢ >0, 7=0,1,..., und mit M > 0 gelte

0j4+1 S50+M2hi6i+5j , 7=0,1,....
1<g

Dann gilt mit |h‘ = MaX;<;j h;

d; < (1+|h|M) ((50+m<axsz) < eMﬂh‘((SO—I-méLxei).
J i<j

Beweis des Lemma:
Fir j = 1 gilt die Abschitzung nach Voraussetzung. Damit folgt nach Induktionsannahme

Oj1 < do+ MY hi(1+ [h|M)" (3 + maxe) +e;
i<j

< do + MIRJ[(1 + [A[ M)+ = 1) /(1 + |h|M — 1)](d0 + maxey) +é;
J

< (14 |h|M)T*(5y + maxeg) .
k<j
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Sei dj := (zp, — xp)(t;) und 6 :=||(zn — zn)(¢;)| , wobei zj, und zj, die Voraussetzungen von
(1.14) erfiillen. Subtrahiert man die Gleichungen

zn(ti + hi) = zn(t:) + R fn(tis 20(ti), tiv1, 2n(tig1)) + hion(t:)

zp(ti + hi) = zp(ts) + hi fa(ti, y(ts), tivr, y(tit)) »

und summiert iiber ¢ = 0...5, erhdlt man fiir f; mit Lipschitzkonstante L

J J
Sj1 < S0+ LY hi(Gi+0i1) + D hallon(t)]| -
i=0 1=0

Fiir |h|L < 1/2 folgt

J J
§jr1 <200 +4LY hidi +2)  hillon(t)]] -
=0 1=0

Nach obigem Wachstumslemma folgt wegen j|h| < ¢(t; — o)

|G =) ()] < e =2z — 2 to) | + Y hallont)]]) -

i<j
< 2¢tellti=to) (||(Zh — zp)(to)|| + (t; — to) max ||0h(ti)||) ,

d.h. fir [t(),tN] = [t(),t() + T] gilt

2 — onlloo < 2627 (|2 (to) — 2 (to) | + Tllonllg 1)
und damit die asymptotische Stabilitéit unter der stirkeren Voraussetzung
" fn € Lip(L) fiiralle he H'.
Die schwéchere Voraussetzung
' fn € Lipioe(L) fitr alle h e H '

erfordert eine Zusatziiberlegung: Mit dem Wachstumslemma zeigt man zuerst, dafl auf Grund
der Konsistenz
lzh = 2lloo,r, <€) |20 — Ty, < €

gilt fiir hinreichend kleine Stérungen in den Daten, also (Lloc) anwendbar ist. Damit kann als
gemeinsame Lipschitzkonstante L aus der Bedingung (L loc) genommen werden fiir hinreichend
kleines |h|. Die asymptotische Stabilitit folgt daraus wieder wie im obigen Fall nach dem Wachs-
tumslemma. O

Hat man asymptotisch stabile Verfahren, so lautet der Konvergenzsatz fiir Ein- und Mehrschritt-
verfahren

(1.16) Satz

Das Verfahren (Ap, | h € H) der Form (1.9) sei konsistent mit (A), und asymptotisch stabil.
Dann gilt die Konvergenzaussage limy_,g ||z — Z||oo,r, =0 -

Hat das Verfahren die Konsistenzordnung p € IN, so ist die Konvergenzordnung p .
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Beweis:
Wegen ’konsistent’ gilt

V&>0 IH©G) >0V h:|h| <HEO)
(*)

t.) — 2t t; 0
pohax lan(t;) — o ()l + e Ia (23] <

Wegen ’asymptotisch stabil’ gilt

.

JHy>0 dpp>0 3§ >0IC>0VheH :

(IRl < HoA max |lza(t;)—z(ts)|| < 0o A max |7 (t;)]| < do)
ti€lp i<m jEI}’L
() <
| = zp|oo,z, <
(thh)(tj) = fh(tjaxh(tj)a-atj+m,$h(tj+m))a tj €1 = C ( t max ||$h(tj)—$(tj)||
_ , €L i<m
(Drz)(t5) = falt, o(t5)s - tjam, T(tj4m)) + Ta(t5), 5 € Iy
+ max m(t;)l| )
\ tJE h

Wihle zu ¢ := min(g1,d1,e/C) ein H(6) nach (x) und setze

H(e) := min(Hy, H(9)) .

Dann ist fiir |k| < H(e) nach (x+) ||z — Th|lso,r, <€ .
Die Ordnungsaussage folgt nach (xx). -
Satz (1.16) verlangt geradezu nach Verfahren hoherer Konsistenzordnung. FEine Konstrukti-
onsmoglichkeit sind Runge—Kutta— Verfahren . Runge war von 1904-1924 Ordinarius in Gottin-
gen, Kutta war von 1911-1935 Ordinarius an der TH Stuttgart.

Mit den bisherigen Uberlegungen haben wir prinzipiell das theoretische Verhalten der Niherun-
gen geklirt fiir h — 0. Wie steht es mit der Realisierung am Rechner?

FEinschrittverfahren in Gleitpunktarithmetik

Fiihrt man ein Einschrittverfahren in Gleitpunktarithmetik durch, so berechnet man Niherungen
zp(t;) an Stelle von z(t;) mit

5h(tj+1) = fh(tj) + hjfh(tj,ih(tj) +&5, 7 =0, ...,N(h) ,

wobei bestenfalls |e;| < macheps , j =0,...,N(h) — 1, gilt. Fiir die berechneten Niherungen
gilt dann (vgl. Ubungen) fiir ein ESV der Konvergenzordnung p

macheps

||5h_$||0051h S Cl|h|p+02 |h| 9

falls fy, € Lip(L) und max; bj < ¢ fiir alle h = (hj) € H, d.h. H quasi-uniform.

min; h;
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Da obige Abschitzung im ungiinstigsten Fall eine Identitdt werden kann, ist nur sinnvoll — vgl.

Abb. 1.4 -

|h| > const macheps™®+Y) |

fiir das Polygonzugverfahren also

|h| > const \/macheps .

O

Bemerkung
Fiir Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung p = 4 bzw. p = 5 ergibt obige Schranke bei macheps =
2752 =2.2.1071% (und const = 1)

hmin = 0.0007 bzw. hpin = 0.0025.
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Kapitel 2

Runge—Kutta—Verfahren ;
Stabilitdtsbetrachtungen

o

Neben der Vorstellung dieser Verfahrensklasse mochte ich in diesem Abschnitt Stabilitidtsfragen
untersuchen.

2.1 Runge-Kutta—Verfahren

Die Idee der Runge-Kutta—Verfahren ist, durch eine geeignete Linearkombination von s Nihe-
rungen k; fiir z'(tg+a;hg),% = 1, ..., 8, eine sehr genaue Niherung fiir z(¢y + hg) zu konstruieren.

(2.1.1) Beispiel
Die ’verbesserte Polygonzugmethode’

h; h;
i1 = w5+ hif (t + 5w+ 5 (i w5))
mit z; = x5 (¢;),4 = 0,1, ... , hat die Konsistenzordnung p = 2, falls f € C2.
O

Anstelle einer Integralnéiherung unter Verwendung des Integranden in dem einen Punkt ;4 h;/2
kann man natiirlich auch ein gewichtetes Mittel aus Funktionswerten in mehreren Punkten
nehmen.

Verwendung von s Niherungen fir «'(.) = f(.,z(.)) im Intervall [t;,t; + h;] liefert
(2.1.2) (s—stufige) Runge—Kutta—Verfahren

Gegeben s € IN, und
[0 |1<j<s]:0<a<ap<...<0,<1

Bi|1<40<s] , [yl1<j<s]
Zu (t,y) € I xIR" und R > h > 0 erfillle [k; |1 <i<s]=[ki(t,y,h) |1 <i<s]eR"™ das
Gleichungssystem

S
ki = f(t+ aih y‘|'hz,3ilkl) , 1<i<s.
=1

17
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Dann ist mit zx(t;) = z; , i =0,1,....
Zo = Zo,n

S
ziv=aj+ hy Y vkt T hy) b € I ;
=1

ein s—stufiges Runge-Kutta—Verfahren.

Die {iibliche Notation von Runge-Kutta—Verfahren ist

o1 | B -0 Bis
ay | Bor e Pos 5
: : : = < ~ sog. 'Butcher-Array’ .
Qg /881 tt ,Bss
71 TR /YS

Von dem australischen Mathematiker J.C. Butcher stammen wesentliche Untersuchungen zu
Runge—Kutta—Verfahren.

Explizite Runge—Kutta—Verfahren haben ein Butcher—Array der Form

041 = 0 0 .. O

az | P10 :
Do .. : nur ezplizite Funktionsauswertungen

Qs /851 T 53,5—1 0

Yoot Ys—1 Vs

oder ausgeschrieben fiir einen Schritt: Sei (¢;,z;) € I x R" und h > 0 gegeben:
ki = f(to , wo)

ky = f(to + agh , zo + hfB2ik:)

ks = f(tO + ash , o+ h(Ilekl + Bs2ka + ... + /83,571]{;571)) )
und
1 =Ty + h ( ’)’1k‘1+’)’2k2+...+’)’5k’5 ) .
O

Wie hoch die Konsistenzordnung eines Runge-Kutta—Verfahrens ist, ist nicht so leicht zu ent-

scheiden. Durch Taylorabgleich aller Groen, entwickelt um den Punkt (¢,z(t)), erhédlt man als

Konsistenzbedingungen nichtlineare Gleichungen. Fiir explizite s—stufige Runge-Kutta—Verfahren
gilt (vgl.Hairer, Norsett, Wanner: Table 2.3, p.153):
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Anzahl der Konsistenzbedingungen ( fiir ezplizite s—stufige R-K—Verfahren)

Konsistenzordnung p |1 2 34 5 6 7 8 9 10
Zahl der Bedingungsgln. fiir o4, 35,
Yi» 1§]<271§IL§3’

1 2 4 8 17 37 8 200 486 1205

O
Die Anzahl der Parameter o;, £;5,1 < j <i,1<i<s; vy, 1<i<s;ist s(s+1)/2.
Anzahl der Parameter ( fiir explizite s—stufige R—K-Verfahren)
Stufenzahl s |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zahl der Parameter s, (3;j,
Y, 1 <j5<14,1<1<s; 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
O

Durch zusitzliche Bedingungen erhélt man Vereinfachungen in den nichtlinearen Gleichungen;
hiufige Zusatzbedingungen sind sog. ’vereinfachenden Bedingungen’ wie z. B.

i—1
Zﬂil =a; , 2<i<s; dh gerade k; =z'(t+ ozh) + O(h?).
=1
Durch Betrachtung von Spezialfillen in den Gleichungen erhilt man hinreichende Bedingungen.

Welche Konsistenzordnung man mazimal erreichen kann, untersuchte Butcher:

Bemerkung
Sei p*(s) die maximale Konsistenzordnung s—stufiger ezpliziter Runge-Kutta—Verfahren. Dann
gilt
Stufe s H 1
p(s) |1

s>9
p*(s) <s—2

8
6
O

Der Aufwand fir einen Schritt eines expliziten s—stufigen Runge-Kutta—Verfahrens wird be-
stimmt durch die s Auswertungen der n—-komponentigen Vektorfunktion f .

Ein Vergleich von s mit p*(s) zeigt die Attraktivitit 4-stufiger Runge-Kutta—Verfahren.

s=4:
0

0
1/2 ] 1/2 13| 13

/210 172 2/3|-1/3 1
1o 0 1 A

|1/6 1/3 1/3 1/6 | 1/8 3/8 3/8 1/8

Standard-Runge-Kutta—

Formel , p=14; 3/8—Formel ,p =4.

Diese beiden Formeln haben Konsistenzordnung p = 4. Ein Beispiel fiir implizite Formeln sind
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(2.1.3) Beispiele (2-stufige implizite Runge-Kutta—Formeln)
(a)

111/2 1/2 sog. Trapezregel , p=2;
1/2 1/2

(3—-+/3)/6 1/4 (3 —2v3)/12

(3++/3)/6 | (3+2V3)/12 1/4 sog. Gauf—Formel , p=4.
1/2 1/2
O
Fiir f(t,z) = g¢g(t) unabhingig von z, ergibt (a) gerade die zusammengesetzte Sehnentra-

pezregel. Ebenso geht bei (b) das Runge Kutta—Verfahren in die zusammengesetzte Gaufi—
Quadraturformel iiber. Insbesondere sind bei (b) die «; die GauB—Stiitzstellen und die ; die
GauBi-Gewichte, jeweils bezogen auf das Intervall [0, 1] .

Vorteil von impliziten Runge-Kutta—Verfahren : hohe Konsistenzordnung — maximal p = 2s,
siehe auch Beispiel (2.1.3)(b).

Nachteil : Die k; miissen iterativ mit einem Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssy-
steme bestimmt werden.
Dieses (n x s)-Gleichungssystem vereinfacht sich zu s zerfallenden Gleichungsystemen jeweils in
n Variablen, falls

Bu=0,l>1.

Solche Verfahren nennt man (nur) diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren. Die obige Trapez-
regel ist von dieser Bauart.

Die Frage nach der Losbarkeit der impliziten Runge-Kutta—Gleichungen und der Beschréinktheit
der Losungen [k;] fir hinreichen kleines |h| kann man beantworten mit Hilfe des Fizpunktsatzes
von Banach.

(2.1.4) Hilfssatz

Sei f: I xIR" — IR" aus Lipjo. mit Lipschitzkonstante L in U(z;¢), und [o; : 1 <i < s] €
[0,1]° und [B; : 1 <i,1 < s] € IR®*® gegeben. Dann gilt:

Ve:0<e<e dH.>03IM.>0Vtel Vze Klz(t),c] Vh:0<h<H,

I ki:1<i<se {[ki 11<i<s] € R™ : maxycic, [ — F(t+ aih, 2)]| < Mc} :

(2.1.4)(0)  ki=f(t+oihz+hY Bak) , 1<i<s.

Beweis: =1

Zu k = [kz] € IR™** sei ||k:|| = MmMaX1<<s ||kz|| und IR™*S 5 k — F(k) € IR™** mit
F(k) := [f(t + aih,z + hY ], ﬁilkl) | 1 <4 < s]. Jeder Fixpunkt von F ist gerade Losung
des Gleichungssystems (7); im folgenden zeigen wir, dafl in obiger Kugel genau ein Fixpunkt
k € R™"*$ : F(k) = k existiert. Setze

S
m:= ma s,2)|; P :=ma 1| ; L := Lipschitzkonstante von f in U(z;¢).
sel,zer;(t),c] (s, 2)l1 5 B ,-Xlz:; | B | P z v (z;¢)
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Wihle M, > 0 (beliebig) und H, hinreichend klein, so daf§ gilt
(@) c+Hp(m+ M) <T

(B) LHB(m + M) < M,
(y) LH.B < 1.
Sei ||z —=z(t)|]| <c und ||k; — f(t+ a;h, 2)|| < M., 1 <i<s. Dann gilt

kil < If(t+ cih, 2)|| + Mc <M+ M,
und weiter

Iz + 1Y Buk) — s < c+ | Bukill < ¢+ HB(m + M) <€ nach (),
I I

also
z , z+h)Y Pak € Klz(t),q.
l

Damit kann fiir beide Argumente die Lipschitzkonstante L genommen werden. Es folgt

F ’Selbstabbildung’ obiger Kugel:

|1F (k)i — f(t+ aih, 2)||

If(t+ aih,z + B> Buky) — f(t + aih, 2)]|
l

IHCB(W-F Mc)

M, nach (B).

F ist auBlerdem kontrahierend:

IF (k) — F(k)| = max [|f (¢ + a;h, 2 + Ry k) — f(t+aih,z+ B> Buk)|
l !

< LHB |k —k|| =: q|lk—k| , wobeiq:= LH.B8 < 1 nach (y).
Nach dem Fixpunktsatz fiir kontrahierende Abbildungen folgt die Behauptung.

(2.1.5) Bemerkungen ~ ~
Sei z — f(t+ a;h,z) € Lip(L) , i =1,..,s, und q:= hLmax; ) |8y <1.Dann gilt

(a) Mit kD = 0 € R™ konvergiert sowohl das Gesamtschrittverfahren (zum Beweis vgl.
Numerik I)

S
kzm = f(t+aih,z+h2ﬁizkl(ril)) ;o 1<i<s;r=01,...
=1

als auch das Einzelschrittverfahren (zum Beweis vgl. Ubungen)

KD = f(t+ah,z+ 1Y fuk” + 1Y gakl V), 1<i<s;r=0,1,..
1<i 1>i
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gegen die Losung k = [k; : 1 < ¢ < s] der Runge-Kutta-Gleichungen

S
kiZf(t+aih,Z+hZﬁilkz) , 1<i<s.
=1

(b) Fiir das Gesamtschrittverfahren gilt die Abschitzung (zum Beweis vgl. Numerik I)

.
I = KO < 20 — KD < P - KO

(c) Wegen ¢ = hL max; >~ 1Bitl = O(|h]) sind fiir implizite Runge-Kutta—Verfahren der Ord-
nung p also mindestens p + 1 Iterationen obiger Art nétig mit Startwert

kO .= [f(t + aih,mh(t)) |1<i< s] oder vereinfacht k() := [f(t,mh(t)) |1<i< s] ,

um die Konvergenzordnung p nicht zu zerstoren.

(d) Fiir groBe Lipschitzkonstanten L erzwingt die Konvergenzbedingung hL max 3" [8;] < 1,
z l

dafl die Schrittweiten h sehr klein sind. Da implizite Runge-Kutta—Verfahren aber gerade ge-
macht sind, um trotz gréflerer Schrittweiten Stabilitdt zu erhalten, ist obige Bedingung zu re-
striktiv. Empfehlenswert ist dann anstelle der Fixpunktiteration das Newtonverfahren (bzw.
Varianten davon, vgl. Numerik I). .
Um aus der Konsistenz(ordnung) auf die Konvergenz(ordnung) schliefilen zu kénnen, benotigen
wir die asymptotische Stabilitét.

(2.1.6) Satz

Sei f : I xIR" — IR"™ aus Lipjy.. Dann ist fiir das s-stufige Runge-Kutta—Verfahren die
zugehorige Schar von Verfahrensfunktionen aus Lipj,., gleichméBig in h fiir |h| hinreichend
klein.

Gilt zusétzlich die Konsistenzbedingung »°7 ,v; = 1, so gilt fiir das Runge-Kutta-Verfahren
der Konvergenzsatz (1.16).

Beweis:

Behauptung: ’fy Lipschitzstetig in U(z;¢), gleichméBig in h € H’ fiir [h| hinreichend klein.
Beweis: Sei f in U(z;¢) Lipschitzstetig bzgl. der y-Variablen mit Lipschitzkonstante L. Nach
Hilfssatz (2.1.4) gilt dann

VO<c<¢ 3H; M. >0Vh:|h| <H,Vtel, VzeKz(t),c] 31 [ki(t,z)|1<i<s]:

ki = f(t+ aih(t), z + h(t) Zﬁizkz), 1<i<s; A mZ@lXsz’ — f(t+ a;h(t),2)|| < M.
1
k; € Lip: Fir y, z € K[z(t), ] gilt ja

||kz(tay) - k’t(taz)”

I1f( + aih(t),y + h(t) 32, Buki(t, y)) — f(t + aih(t), z + h(t) 32, Buki(t, 2))||
Lllly — 2l + h(t)- B max;||ki(t,y) — ki(t, )]

Llly — 2|l + LHB max[|ki(t,y) — ki(t, 2)]|.

IANIN

Fiir LH.(3 < 1 (0.E. immer méglich nach eventueller Verkleinerung von H.,) ist

max [|k;(t,y) — ki(t, 2)]| < 1/(1 - LHP) |ly - =l
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also k;(t,-) Lipschitzstetig mit Konstante 1/(1 — LH.3) . Wegen

z) = Z7iki(t7 z)

folgt, daB (f4 : |h| < H.) auf | ;s {t} x K[x(t), c] gleichméBig Lipschitzstetig ist mit Konstante

1/(1 - LH.f) Z Inl-

=1
O
Behauptung: ’ (Ay) konsistent .
Beweis: Esist (Dpz)(t) = f(t,z(t)) +o(|n|°) , daz e C?;
Z'Yz t+O‘Z ) +h Zﬂzlklt-T ))) 5
= ki(t, (1))
also
() = f(t=z®) +o(°) Z% t+ aih(t), z(t) + h(t) > Buki(t x(1)))
l
= f(t,z(t)) +o(|r]°) Z% f(t+ aih(t),z(t)) + O(|h]) , denn ||| < 7 + M, ,
= f(t,z(®))[1- Z%] +0(|r|°) , denn es ist
Yivif(t+ ash(t),z(t) = X vif (¢, z(t) +o(|r]°) , da f auf dem Kompaktum
{(t+h,z(t)) |0<h< H., t,t+ h € I} gleichmiBig stetig ist.
Damit ist gezeigt, daf alle Voraussetzungen von (1.16) erfiillt sind.
O

Nach dem letzten Satz wissen wir, daB fiir |h| — 0 die exakte Losung einer Anfangswertaufgabe
auf einem kompakten Intervall [a, b] beliebig genau approximiert wird fiir jedes Runge—Kutta—
Verfahren, das konsistent ist. Damit wird die Konvergenzgiite fiir unser Ausgangsproblem (1.1)
bestimmt durch die Konsistenzordnung.

Ich mochte im nichsten Abschnitt zwei Modifikationen unserer Ausgangsaufgabe (1.1) beschrei-
ben, und die beiden zugehoérigen Stabilititsbegriffe diskutieren.

2.2 A— und B-—Stabilitat

Ich beschreibe hier fiir RK—Verfahren Stabilitdtseigenschaften, die man dhnlich auch fiir andere
Ein— und Mehrschrittverfahren analysieren kann. Bei der A-Stabilitit betrachtet man die Test-
gleichung ' = gz mit Re ¢ < 0 resp. ' = Qz mit Re S(Q) < 0.

Bei der B-Stabilitit betrachtet man eine etwas verallgemeinerte Testgleichung, sog. einseitig
Lipschitzstetige rechte Seiten f mit einseitiger Lipschitzkonstante A < 0 (vgl. (2.2.10)).
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A-Stabilitdt

Betrachtet man die Realisierung auf einem Rechner, so ist inf |h| > 0. Fiir festes |h| und sehr
grofle Intervalle I, d.h. in der mathematischen Idealisierung:

h>0 fest , t— oc;

hingt das Verhalten der Ndherung z; von Eigenschaften des betrachteten Einschrittverfahrens
(bzw. des Mehrschrittverfahrens) ab, die nicht durch die asymptotische Stabilitdt beschrieben
werden.
Bei der A-Stabilitdt wird das Verhalten von z und zj beziiglich der (einfachsten) linearen
skalaren Testgleichung

7' =qx

verglichen. Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kann man
auf den skalaren Fall zuriickfithren, wenn die Matrix ) des Differentialgleichungssystems

a'(t) = Qu(t)
diagonaldhnlich und unabhéngig von ¢ ist.

(2.2.1) Beispiel
Fiir die Anfangswertaufgabe z' = gz , z(ty) = 2o € R}, mit ¢ € IR sei

ESV! das Polygonzugverfahren (1.5) ; z;' die zugehérige Niherung,

ESV? das riickwirtsgenommenes Polygonzugverfahren (1.6) ; z;,? die zugehérige Niherung .

Fiir 4quidistante Gitterpunkte 2; =%y +jh, 7 =0,1,... , h > 0, gilt fiir #; = oo im Fall
qg <0

z(tj) = m(to)eq(tj —h) 0;

—0 , falls |1+ gh| < 1,
zp1(tj) = z(to)(1 + gh)? { (alternierend) beschriinkt , falls |1+ gh| =1,
(alternierend) unbeschrinkt , falls |1 + gh| > 1;

2p2(t;) = x(t)—L— —0,denn 0 < 1/(1 —gh) <1.
(1 —gh)’

O

Fiir die Differentialgleichung ist das Aussehen der Losung z ja bekannt, fiir ', 2,2 folgt dies
sofort durch Induktion.

(2.2.2) Definition
Das betrachtete Ein— oder Mehrschrittverfahren habe fiir die Testgleichung =’ = gz die Gestalt
zp(t; + h) = g(hq)zp(t;). Dann heit g die Stabilitdtsfunktion des Verfahrens und

() Ha={z€C: |g(z)|<1}

der Bereich der absoluten Stabilitit des Verfahrens. Das Verfahren heifit absolut stabil oder

A-stabil  falls {2z € C:Rez<0} C{z€C:|g(z)|<1}
O
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Denn fiir beliebige Anfangswerte zp,(to) gilt fiir die Testgleichung =’ = gz wegen zp,(to + jh) =
9(hq)? zp(to)

sup | zp(to +jh) | < 00 <= hge€ H,,

Jj€Ny
und

lim zp(to +jh) =0 <= hqg € int(H,) .

J—00

Die exakten Losungen der Testgleichung z' = gz lauten  xz(t) = z(tg)ed*—0) |
also gilt: limy o0 2(t) =0 <= Re q <0 fiir g € C.

Absolut stabil ist ein Verfahren also genau dann, wenn die Ndherungen bei festem h > 0
fir t; — oo verschwinden zumindest in den Féllen, in denen die exakte Losung fiir ¢ — oo
verschwindet.

Fiir die AWA 2’ = gz gilt fiir die Losung z(tg + h) = eMxz(ty) . Daher werden auch die Konsi-
stenzeigenschaften — zumindest beziiglich der linearen Testgleichung z’' = gz — eines Verfahrens
zp(to + h) = g(hq)z(to) , bestimmt dadurch, wie gut g(z) die Funktion e* approximiert fiir

z— 0 Th(t) = O(W)m(t) .

Die praktische Bedeutung von Verfahren mit groflem Stabilitétsbereich, insbesondere von absolut
stabilen Verfahren, erkennt man an ’steifen’ Differentialgleichungssystemen, z.B. linearen steifen
Systemen
r'=Qr , QeR™™ : S(Q)C]—o00,0[.
max | A; |

Steifheitsrate : Kk := m > 1, wobei S(Q) = {\i,...,A\,} die Eigenwerte von @ sind.
. 7
3

(2.2.3) Beispiel
Betrachte die Differentialgleichung

c1+c . AL+ A2)/2 (A1 —A9)/2
/=ae o= [0 ] e os [ G0 LA
und A < A2 <0, N;€IR; ¢; € R. Sei Ay = —1000, Ao = —1, das System also ’steif’.
<
Losung ist
z(t) = cre?t [ } ] + cpe?t [ _i ]
denn es ist (nach Ansatz) A\; Eigenwert von @ zum Eigenvektor [ 1 ] , Ao Eigenwert von

@ zum Eigenvektor [ _i ] .

Genauigkeitsforderung fir Naherungsverfahren:
Passend zur Lésung kann nach einigen Schritten, wenn e 1990 ¢ fast Null ist, die Schrittweite h
allein nach dem Konsistenzfehler der Komponente e~! * gew#hlt werden, d.h.
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h  kann grofl gewéihlt werden!

Stabilitdtsforderung fiir Ndherungsverfahren: hA; , hAo € H,

denn nur dann bleiben die Ndherungen beschrinkt.

Bei absolut stabilen Verfahren gilt dies fiir \; € S(Q) C | — 00,0[ bei jeder Wahl von h > 0
wegen h\; < 0.

Fir nicht absolut stabile Verfahren gilt: Obwohl der Genauigkeitswunsch, abgesehen von einer
kleinen Umgebung des Anfangspunktes ¢t = 0, keine Einschrinkung fiir h bedeutet, bedingt die
Forderung der Beschrinktheit der Naherungslosung fiir alle ¢:

hA1 € H, bedingt kleine Schrittweiten bei nicht abs. stab. Verf.
Fiir das Polygonzugverfahren z.B. bedeutet dies fiir das obige Beispiel (2.2.3)

h < ﬁ fiir Polygonzugverfahren. -

Zu kleine Schrittweiten machen ein Verfahren nicht nur impraktikabel aufgrund des immensen
Rechenaufwandes, sondern u.U. auch vollig wertlos aufgrund zu groler Rundungsfehler, die eine
sehr kleine Schrittweite mit sich bringt (vgl. die Bemerkung am Ende von Kapitel 1).

Obige Analyse des Stabilitidtsverhaltens von vorwirts— bzw. riickwirtsgenommenem Polygon-
zugverfahrens basierte auf der expliziten Kenntnis der Stabilitdtsfunktion g(z). Fiir Runge-
Kutta—Verfahren gilt aber ganz allgemein

(2.2.4) Satz
Jedes s—stufige Runge-Kutta—Verfahren mit dem Butcher-Array

oa| B

,Yt

hat die Stabilitdtsfunktion
g(z) = det(E — 2B + 214"/ det(E — zB).

Hier ist E € IR®*¢ die Einheitsmatrix, T := [1--- 1]’ € IR®, und E—zB invertierbar vorausgesetzt.

Beweis:

Betrachtet man die Testgleichung 2’ = gz, dann gilt fiir einen Runge-Kutta-Schritt von (tg, o)
zu (tg + h,z1)

S
kiZQ(wo-l-hZﬁilkl) , 1<i<s,
=1

S
1 = T +h2’)’iki .
i=1
Die Auflésung dieses linearen Gleichungssystems fiir ki, - - - , ks, 1 nach der Cramerschen Regel
ergibt
qzo det(E — hgB + hqly")
gdet(E — hgB)

T = = g(hq)xg .
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(2.2.5) Beispiele

(a) Polygonzugverfahren : g(z) =1+ 2
s=1
al|B _0]0 det(1—2z-042-1-1)
= =14z
| £ det(1 — z-0)
nicht absolut stabil.
(b) riickwértsgenommenes Polygonzugverfahren : g(z) = ﬁ
s=1
a‘B B 1‘1 det(BE—2B+2Iy") 1—-z+z 1
E2EE det(E — zB)  1l-z 1-z

absolut stabil.
O
Wie sieht der Stabilitéitsbereich expliziter Runge-Kutta—Verfahren aus? Das Aussehen der ab-

soluten Stabilitdtsbereiche erkennt man in Abbildung 2.1 (wegen |g(Z)| = |g(#)| ist nur der Teil
in der oberen Halbebene gezeichnet).

stabilitaetsfunktion(x,y,s) = 0

25K

05F

Il
0.5
X

Abbildung 2.1: Stabilitidtsbereich (in der oberen
Halbebene) der RK-Verfahren mit p=s, s=1,2,3,4.

(2.2.6) Satz

Fiir die expliziten Runge-Kutta—Verfahren, deren Konsistenzordnung gleich der Stufenzahl s ist,
ist der Bereich der absoluten Stabilitdt unabhéngig vom speziellen Verfahren. Fiir reelle z = gh
erhilt man folgende Stabilititsintervalle:

S 1 2 3 4
H,NR [ [-2,0] | [~2,0] = [-2.51,0] = [-2.78,0]
22 2’2 2’3 z 22 23 2’4
g(z) 1+Z 1+Z+7 1+Z+7+F 1+ﬂ+2!+w+ﬁ
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Eine Konsequenz von (2.2.4) ist, daf} es keine absolut stabilen expliziten Runge-Kutta—Verfahren
geben kann: fiir explizite RK-Verfahren ist g ein Polynom und deg(g) > 1 — sonst ist das
Verfahren ja nicht konsistent — , und damit lim,_,_ |g(z)| = +o0.

(2.2.7) Satz
(a) Die GauB—Verfahren (fiir m=2 vgl. (2.1.3)(b)) sind absolut stabil.

(b) Die Radau—IA— und Radau-ITA—Verfahren sind absolut stabil. .

Vgl. etwa Hairer, Wanner, Theorem 12.9, S. 198. Dort wird fiir diese Verfahren die hinreichende
Eigenschaft ’algebraisch stabil’ gezeigt.

Linienmethode und B—Stabilitdt

Als zweite Verallgemeinerung der Ausgangsaufgabe (1.1) betrachte ich die Stabilitit fiir eine
ganze Schar F von rechten Seiten f € F statt fiir eine einzige rechte Seite f. Bei der B-—
Stabilitdt sind dies — allgemeiner als bei der A-Stabilitit — einseitig Lipschitzstetige f mit
einseitiger Lipschitzkonstante A < 0 (s. (2.2.10)). Wo ist eine solche Betrachtungsweise wichtig?

(2.2.8) Linienmethode (fiir die Wirmeleitungsgleichung)
Wirmeleitungsgleichung in einer exemplarisch moglichst einfachen Situation:

Die Temperatur u(s,t) im Punkt s € IR (eine Raumvariable) zur Zeit ¢ erfiillt

ou 0%u

—(s,t):@(s,t) , 0<s<l , t>0

@) u(s,0) =ug(s) , 0<s<1 (Anfangsverteilung)
u(0,t) =0 =wu(1,t) (Rénder konstant gekiihlt)
Als Néherung fiir die 2. Ableitung nehmen wir den Differenzenquotienten 2. Ordnung
0%u . Ju(s — As,t) — 2u(s, t) + u(s + As, t)]
A (As)?
fir s = 55 := jAs, 1 < j < nmit As := 1/(n + 1). Sei weiter sg := 0, sp41 := 1. Fiir die
Approximationen

Uy() = u(jhs,) , 1<j<n

erhilt man ein System von gewOhnlichen Differentialgleichungen 1.Ordnung

(U/(t) =] —2U1(t) + Us(t) 1/(As)?, Up(t) = u(sg,t) = 0;
(@) { Uj'(t) = [Uj-1(t) — 205(t) + U (B)]/(As)? , 1<j<n;
{ Un/(t) = [Un—1(t) —2Un (%) 1/(As)?, Upsa(t) = ulsns1,t) = 0;
Damit erhélt man fiir U = [U; |1 < j < n,]
( [ 2 1 7
1 -2 1
1 1 -2 1
(2i2) ¢ U' = (@ An) U, wobei A,:= € R™*™ .
D —— . .
=: Qa, € R™™ .. .1
\ L =2 i
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DaB Qas bzgl. || - ||2 im IR™ einerseits eine sehr grofe Lipschitzkonstante hat (i.allg. > 10%),
1
Lipschitzkonstante von  Qas = 3
(iv) (As)
einseitige Lipschitzkonstante ( s. Def. (2.2.10)) = 0,
denn A, und damit Qa; ist negativ definit. Denn nach dem Satz von Gerschgorin (s. Numerik
I) folgt direkt die fiir unsere Zwecke ausreichende Aussage

S(An) C [-4,0],

also ist (2.2.10) anwendbar.

(2.2.9) Bemerkung

Die Steitheitsrate von (2.2.8) (7i7) ist O((Al )2)
s

Beweis als Ubung.

(2.2.10) Definition
f: I xIR" — IR" erfiillt eine (globale) einseitige Lipschitzbedingung, falls Konstante A € IR
existiert mit

(ft,y) — f(t,2),y—2) < Ally—z[s*> , Vtel VyzeR"

Dabei ist ( , ) das euklidische Skalarprodukt im IR™ und ||-||2 die euklidische Norm. Die Konstante
A heiflt einseitige Lipschitzkonstante .
Analog wird die lokale einseitige Lipschitzbedingung in einer Umgebung der Lésung x

definiert.
|

Beispiel
f(t,z) = Qasz mit Qas aus (2.2.8) erfiillt eine einseitige Lipschitzbedingung mit Konstante

A=0. -

(2.2.11) B-Stabilitdt  (Butcher 1975)

Ein Runge-Kutta-Verfahren mit Verfahrensfunktionen (f; | h € H) heifit B-stabil , wenn fiir
jede rechte Seite f, die einer einseitigen Lipschitzbedingung mit A = 0 geniigt, fiir alle A > 0
und alle ¢,7 + h € I und alle yg, 29 € IR" die Runge-Kutta-Naherungen y; und 2z,

1 =yo +hfu(t,yo,t+h,y1) , 21 =20+ hfn(t,20,t +h,21) ;

erfiillen

llyr — z1]l2 < llyo — 2oll2 -
O

Die Nédherungen zeigen dann also ein 'Kontraktionsverhalten’ analog zu den exakten Losungen,
denn es gilt
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Bemerkung
Sei f: I xR"™ — IR"™ stetig und einseitig Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante A = 0. Gilt
y'(t) = f(t,y(t)) und 2'(t) = f(t,2(t)) in I, so folgt fir t € T und h > 0
2 2
ly(t +h) — 2(t + h)ll2" < [ly(t) — 2(t)]l2

Bewels:

_|_
ly(t+B) — 2(t+ B2 = [ly(®) — 2(2)]2% + tf Iy = 2)(D)]22 dr < |ly(t) — 2()[|22 ,

(*) gilt wegen %H(y —2)(#)]12% = 2(f (t,y(8) — £ (t.2(2)) , y(t) — 2(t)) <0 wegen A=0.
O

Vorbereitend fiir den Beweis von Satz (2.2.13) beschreibe ich Runge-Kutta—Verfahren in sog.
“integrierter’ Form (da die X; = z(tg + o;h) sind — Nachweis als Ubung — im Gegensatz zu
ki = z'(to+a;h)). Wegen ihrer Analogie zu linearen MSV’n heifit diese Darstellung auch Tineare
Form”):

to, o, h > 0 gegeben ;

S
X; =$o+hZﬂz’kf(to+akh,Xk) , 1<i<s;
k=1

S
1 =xo+ hZ%'f(to + a;h, X;) .
=1
Ich mochte zu gegebenen 0 < a1 < ag < ... < a1 < ag < 1 den Zusammenhang der RK-
Néherungen mit der polynomialen Kollokationslosung X € P, := X' | IPs iy

X : [to,to + h] — IR™ mit
X(to) = =0 , X'(to + azh) = f(to + cih, X(to + ash)) , 1 <i<s;

beschreiben:

(2.2.12) Hilfssatz
Sei 0 < a1 < ag < ... <ag_1 < ag <1 gegebenen.

(a) Jedes X €IP},, ist eindeutig bestimmt durch die s + 1 Werte
X(ty)=z0, X'(to+a;h)=k; , 1<i<s.

(b) Seil; € Py : lj(ei) = 6;5,1 <4, < 5. Dann gilt mit 1}~(t) :=

Ot~

lj(s)ds, daB

X(to+s):==zo+h Y kil fa
0T 8) =20 le (h)

die Interpolationsaufgabe in (a) 15st.
1

(c) Fiir B —fl )ds,1 < 4,5 <s,und v := [l;(s)ds,1 <i <s, und die RK-Néherung z;
0

B
zZu i’? ausgehend von tg, o und h > 0, zeige man: Ist X € P}, ; Kollokationslésung, so

gilt X (to+ h) = 1. =
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Beweis als Ubung.

(2.2.13) Satz

Die impliziten Runge-Kutta—Formeln vom Gau8—-Typ (fiir s = 2 siehe Beispiel (2.1.3)(b) ) sind
B—stabil.

Beweis:

Ausgehend von g, 29 in ty liefere das RK—Verfahren die Néherungen ¥,z in t; = tg + h. Zu
zeigen ist |y — Z1||§ < lyo — Zo||g . Bezeichne Y (t), Z(t) die zugehorigen Kollokationslosungen.

Dann gilt fiir d(t) := ||Y () — Z(t)||22 die Identitat d(t1) = d(to) + hfol d'(to + sh)ds. Tst
[ d'(to + sh)ds < 0, so folgt

2 2 2
lys — z1ll22 = [V (1) — Z(t1)]22 < ¥ (ko) — Z(to)l|2% = [lyo — 2oll2>-

1
J d'(to + sh)ds
0

1
= 2h [ <Y'(to + sh) — Z'(to + sh),Y (to + sh) — Z(to + sh) > ds
0
S
=2h) v < Y'(to + a;h) — Z'(to + a;h), Y (tg + a;h) — Z(to + a;h) >,
=1

da die Gau—Quadratur exakt ist fir (Y’ — Z') - (Y — Z) € P,

= 2h Z ¥ < f(t() + a;h, Y (to + Oéih)) — f(to + a;h, Z(to + Oéz'h)),Y(tO + a;h) — Z(to + a;h) >,
=1

nach Definition der Kollokationsndherungen
< 0, denn fiir die Gauigewichte gilt v > 0, 1 <¢<s, und es ist
< f(to + a;h, Y (to + aih)) — f(to + a;h, Z(to + aih)),Y(to + a;h) — Z(to+ a;h) > < 0
fiir 1 <4 < s wegen der einseitigen Lischitzkonstante A = 0 von f.

O

Die hier speziell im Zusammenhang mit Runge-Kutta—Verfahren betrachteten Stabilitdtspro-
bleme und —eigenschaften kann man natiirlich fiir alle Verfahrenstypen untersuchen.

Noch eine Warnung: Die sehr schénen Stabilitdtseigenschaften von impliziten Runge—Kutta—
Verfahren gelten (theoretisch) natiirlich nur bei ezakter Lisung der impliziten Gleichungen. In
der praktischen Durchfithrung bedeutet dies eine adaptiv geniigend gute ndherungsweise Lisung,
d.h. einen a priori unkontrollierbaren, und i.a. sehr hohen Aufwand. Beschrdnkt man von vorn-
herein den Aufwand , z.B. durch

nur einen Iterationsschritt zur Losung der Fixpunktgleichung fiir die k;

verliert man die Stabilititseigenschaften (Verdeutlichung dieses Effekts in den Ubungen).
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Daf} andererseits eine 'Losung’ der RK—Gleichungen mit hinreichend kleinem Fehler auch nur
einen kleinen Fehler in der resultierenden ’gestorten’ Niherung Z (¢t +h) bewirkt, ist eine zusitz-
liche Stabilititseigenschaft, die sog. BS-Stabilitdt. Auch diese Stabilitdtseigenschaft haben die
Gaufl-Runge-Kutta- Verfahren.

Eine mit diagonal impliziten Runge-Kutta—Verfahren

i
(*) ki=f(t+ah, y+h> Pak) , 1<i<s;
=1
zusammenhingende Verfahrensklasse sind die Methoden vom Rosenbrock-Typ. Im einfachsten
Fall fiihrt man dabei, ausgehend von k;(®) = 0 nur einen (vereinfachten) Newtonschritt zur
Losung von (*) durch, und erhélt k(Y =: k; aus dem folgenden linearen Gleichungssystem

i—1
(E — hﬂmg—i(t,.’bo)>k‘z = f(t + a;h, xg + hz,ﬁilkl) , 1<1<s.

=1

2.3 Fehlerschitzer und Schrittweitensteuerung; Eingebettete
Runge—Kutta—Formeln

Im diesem Abschnitt méchte ich Paare sog. eingebetteter Runge—Kutta—Verfahren vorstellen im
Zusammenhang mit der Fehlerschitzung und einer daraus resultierenden automatischen Anpas-
sung der Schrittweite, der sog. Schrittweitensteuerung. Im folgenden betrachte ich Anfangswert-
aufgaben zu einer gegebenen rechten Seite f. Die Abhingigkeit aller im folgenden betrachteten
Groflen von der rechten Seite f unterdriicke ich. Dagegen mochte ich die Abhéngigkeit vom ge-
rade betrachteten Anfangswert (¢, z) (anstelle von (g, zg)) auch in der Notation zum Ausdruck
bringen: z(- ;t,z) lost die Anfangswertaufgabe

z(tit,2) =2z, 2'(s;t,2) = f(s,2(s;t,2)) , s€l :s>t

Analog bezeichne Z(- ;t,z,h) fiir h > 0 die Niherungslésung, die ein oder mehrere Schritte
des betrachteten ESV'n fiir den Startwert (¢, z) liefert, d.h. mit der Verfahrensfunktion ® — vgl.
(1.8) — gilt

Z(t;t, z,h) = z;

Z(t+ (G +Dhst,z,h) :=z(t + jhyt,z,h) + ®(t + jh,Z(t + jh;t,z,h),h, f) .
Dann ist
e(t+ h;t,z,h) :=z(t + h;t,z,h) — z(t + h;t, 2)
der Fehler nach nur einem Schritt, der sog. lokale Fehler . Unter Differenzierbarkeitsvorausset-

zungen an f gilt fiir viele Ein- und auch Mehrschrittverfahren eine sog.

(2.3.1) Lokale asymptotische Fehlerentwicklung
Mit der Konsistenzordnung p des Verfahrens gelte mit obigen Bezeichnungen

et +hit,z,h) = o(t,z)RPTt + O (RPT2) , h =0 .
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(2.3.2) Beispiel (fiir eine lokale Fehlerentwicklung)
Fiir das Polygonzugverfahren gilt fiir f € C?(I x IR") die Entwicklung (2.3.1) mit p = 1 und

ot ) = (%t,z) T g(t,Z)f(t,Z)) |
2 \ Ot oz

Bewels:

Wegen f € C? ist z(- ;t.z) € C3([t, to + T). Taylorentwicklung von z(- ;¢,z) um ¢ liefert

h h2 t+h i h— 2
z(t+ ht,2) = z(t;t,2) + — o' (48, 2) +—2" (854, 2) + / Mx(?’)(s;t,z)ds
t

> 2! 2!
. = f(t, z)}
=z(t + h;t,z,h)
- 2 t+h 2
e(t+ h;t,z) = —h—m"(t;t,z) —/ mx(?’) (s;t,2)ds
2! t 2!
Wegen

2" (t;t,2) = if(s,:z:(s;t,z))
ds

folgt die Behauptung unter Beachtung der Abschitzung

t+h _ e)2 3
[T 00 < 1 i = 00)
t .

= (ft + f:cx,)(taz) = (ft + fwf)(ta Z)

s=t

2!

O

Die lokale asymptotische Entwicklung (2.3.1) fiihrt zu einer Schrittweitenanpassung, die auf
einer Schitzung des lokalen Konsistenzfehlers beruht.

Achtung: keine Abschitzung , nur Schitzung. Es gibt immer Einzelfiille, in denen Schitzungen
vollig versagen. Gefragt sind also Strategien, die hiufig eine gute Schitzung liefern.

(2.3.3) Fehlerkontrolle
Gegeben sei t;, zj := zp(t;). Gesucht ist A > 0 mit
I 5(tj + h;tjaxjah) - "I"(tj + h;tjamj) | = tol,
wobei tol eine gewiinschte Fehlertoleranz ist. Wir steuern h also nach dem lokalen Fehler in

(tj,z;). Da im Allg. durch obige Genauigkeitsforderung zuviele h als ’giinstig’ akzeptiert werden
— ohne es zu sein —, fordert man eine gewisse Genauigkeitsverschirfung

| Z(t; + hstj,zj,h) —z(t; + hitj,z) || = Btol mit0<p <1,

Sei zu hg > 0 eine Schitzung est fiir z(t; + ho; t;, zj, ho) — z(t; + ho; tj, z;) gegeben, die genau
ist bis auf Fehler hoherer Ordnung:

|| est — g(tj+h0;tj,$j,h0) || = O(h0p+2) .
. . . .. * ﬂ tol 1/(p+1)
Dann impliziert (2.3.1) fiir h* = h0<—||est||)
| &(t; + h*;tj,25,h%) | = Btol + O(max(hg, h*)"*?) .
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Die Wirksamkeit einer Schrittweitensteuerung sieht man deutlich an folgendem ’eingeschriankten
Drei-Korper-Problem’ (Erde-Mond-Raumschiff; vgl. z.B. Stroud, A. H.: Numerical quadrature
and solution of ordinary differential equations (1974) SS.232 ff, siche auch Abbildung 2.2.

Wie erhélt man in der Schrittweitensteuerung eine

Abbildung 2.2: Eingeschrinktes Drei—
Koérper—Problem, berechnet mit dem
Dormand/Prince—5(4)—Verfahren.

Bei einer Fehlertoleranz tol = 10712
benétigt man mit Schrittweiten—
steuerung: 4568 Schritte (einschlieBlich
der bei der Fehlerschitzung nicht akzep-
tierten RK-Schritte). Bildet man — aus
Genauigkeitsgriinden mit der kleinsten
dabei auftretenden Schrittweite — ein
Gquidistantes Gitter: 231 620 Schritte.

Abbildung 2.2:

‘genaue’ Schdtzung est L fiir den lokalen Fehler pro Schritt 7

Bei RK—Verfahren liefern ’Eingebettete Formelpaare’ eine dkonomische Mdglichkeit : FEs gibt
explizite Runge-Kutta—Formeln der Konsistenzordnung p = 4 und der Stufe s = 6, die sich zu
einer 7-stufigen expliziten Runge-Kutta—Formel der Konsistenzordnung 5 erweitern lassen. Fiir
Z1(t+ h;.,.,h) (Ndherung der Ordnung 4) sind dann 6 Auswertungen, und fiir

z1(t + h;.,.,h) (Ndherung der Ordnung 5) nur eine zusétzliche Auswertung von f nétig, also
insgesamt 7 Auswertungen von f pro Schritt.

Solche Formeln wurden zuerst von FEngland entwickelt (vgl. z.B. Grigorieff, Bd. 1, S. 20). Als
"die besten’ (zumindest fiir nichtsteife Probleme) gelten heute die Dormand/Prince-Paare (vgl.
z.B. Hairer, Norsett, Wanner [1], S. 171): fur das 5(4)-Paar ist die verwendete Verfahrensnihe-
rung der Ordnung p =5 7 ; die Schrittweitensteuerung erfolgt mittels z; der Ordnung p = 4
im folgenden Butcher—Array:

0
1/5 1/5
3/10 | 3/40 9,/40
4/5 | 44/45 —56/15 32/9
8/9 | 19372/6561 —25360/2187 64448/6561 —212/729
1 | 9017/3168  —355/33  46732/5247  49/176  —5103/18656
1 35/384 0 500/1113  125/192  —2187/6784  11/84
71 | 35/384 0 500/1113  125/192  —2187/6784  11/84 0
z1 | 5179/57600 0 7571716695 393/640 —92097/339200 187/2100 1/40

Dormand—Prince—5(4)-Paar

Der Stabilitdtsbereich dieses Verfahrens ist in Abbildung 2.3 wiedergegeben (wegen |g(z)| =
|g(2)| ist wieder nur der Teil in der oberen Halbebene gezeichnet).
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DOPRIN(xy) =0
T T

O

Abbildung 2.3: Stabilitidtsbereich (in der oberen
Halbebene) des Dormand-Prince-5(4)—Verfahrens

Solche ’eingebetteten’ Formeln stellen eine sowohl 6konomische als auch (relativ) sichere Metho-
de dar: ékonomisch s.o.; sicher: denn die verschiedenen Ndherungen verwenden diesselben t—,
zp— und f—-Werte oder einen Teil davon. Sie stiitzen sich nicht auf véllig unterschiedliche Sdtze
von Naherungswerten.
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Zusammenfassung von Kapitel 2:

Vorteile von FEinschrittverfahren, insbesondere Runge—Kutta—Verfahren :

(i) Startwerte sind kein Problem (z = rd(zo) trivial - nur von Bedeutung im Vergleich zu
Mehrschrittverfahren)

(ii) Schrittweiteninderung wie beschrieben leicht durchfiihrbar; die Erhéhung oder Erniedri-
gung der Ordnung ist ebenfalls leicht zu bewerkstelligen, z.B. durch Extrapolation.

(iii) sehr stabil bei geeigneter Auswahl des Verfahrens, ndmlich B-stabil — selbst fiir bestimmte
nichtlineare rechte Seiten.

Nachteile von FEinschrittverfahren, insbesondere Runge—Kutta—Verfahren :

Sehr aufwendig bei hoherer Konsistenzordnung; z.B. erfordern Runge-Kutta—Verfahren héherer
Ordnung — und damit notwendig hoherer Stufe — mehrere Auswertungen von f bei explizi-
ten Verfahren bzw. die Losung ’grofler’, i.allg. nichtlinearer Gleichungssysteme bei impliziten
Verfahren.

Diese Nachteile vermeiden Mehrschrittverfahren | die ich in den Ubungen besprechen méchte.



Kapitel 3

Anwendung auf Randwertaufgaben:
Mehrfach—Schief3verfahren

(3.1) Randwertaufgabe bei gwéhnlichen Differentialgleichungen
Gegeben
FiIXxR*—R* ; I=[a,bCR , a<b ;

r:R*™ — IR"
Gesucht ist € C1(I) (wobei Differenzierbarkeit in den Randpunkten einseitig erklirt ist) mit
(2) '(t) = f(t,z(t) , te€l:=]|a,b (Dif ferentialgleichung) ,
(44) r(z(a),z(b)) =0 (Randbedingung)
O

Die n freien Parameter in der allgemeinen Losung des Differentialgleichungssystems werden hier
durch n Gleichungen fiir die Randwerte festgelegt. Genauer heifit diese Aufgabe Zweipunkt—
Randwertaufgabe. Hiufig sind die Randbedingungen separiert , d.h.

r(z(a),z(b)) = [ ra(2(a)) ] mit 7, :IR" — R" | rp:R" —R"™ | ng+np=n.

Nicht separiert sind z.B. periodische Randbedingungen
z1(a) = z1(b) , z2(a) = 22(b) ,-.., zn(a) = za(b) -

Randwertaufgaben ergeben sich vielfach in mechanischen Problemen. Dabei sind eigentlich die
Randbedingungen gegeben, die Differentialgleichung — die sog. Fulersche Variationsgleichung —
ergibt sich dann als 'notwendige Bedingung fiir ein Extremum’.

(3.2) Beispiele  (fir RWA'n)
(a) Bestimme die Radiusfunktion z(¢), 0 < ¢ < 1, eines rotationssymmetrischen Korpers mit
Achsenlinge 1 und den ’Deckel’radien
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derart, daf8 die Oberfliche minimal ist, d.h. man minimiere unter den Nebenbedingungen
z(0) =1, z(1) =8 das Funktional

/ ()T 7 (02t —> min!
0

Dabei ist 8 > 0 gegeben.
Notwendige Bedingung fiir einen Minimumpunkt z € C? ([0, 1]) ist
1-2z(t)2"(t)=0,te0,1] ; =z(0)=1, z(1)=4.
Natiirlich kann man diese skalare Differentialgleichung 2. Ordnung in zwei Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung umschreiben: z1 := z , 79 := 1z’ .

<

(b)  ‘lineare Randwertaufgabe 2. Ordnung’: finde z: I =[a,b] — IR , z € C%(I) mit

2"(t) +a1()z'(t) + ag(t)z(t) =c(t) , tel

(c) analog (b), jedoch nichtlineare Differentialgleichung mit
" (t) = f(t,z(t),2'(t)) , tel ; f:IxR>—TR.
O

Anders jedoch als bei Anfangswertaufgaben ist die Existenz von Losungen nicht einmal bei
linearen Differentialgleichungen gesichert. Denn die allgemeine Lisung von

' =—z ist xz(t) = c1sin(t) + ¢z cos(t)

und die Randbedingungen

O

Fiir lineare Differentialgleichungen kann man zumindest die Randbedingungen charakterisieren,
fiir die genau eine Losung existiert, sog. ’Alternative’.

Im folgenden setze ich immer die Ezistenz und Findeutigkeit einer Losung der Randwertaufgabe
(3.1) voraus .

Prinzipielle Methoden zur Bestimmung von Naherungen fiir Losungen von Randwertaufgaben
sind die sog.

(i) Differenzenverfahren :
analog zu Anfangswertaufgaben wihlt man ein Gitter; Differenzenquotienten- Approximation
fiir 2’ ergibt auf dem Gitter Differenzengleichungen zusammen mit den Randbedingungen
— wie etwa die Diskretisierung der Ortsvariablen s in (2.2.8).
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(ii) Projektions- und Variationsmethoden :
geeignet z.B. fiir Aufgaben vom Typ (3.2)(a) : dabei bestimmt man das Minimum auf
einem endlichdimensionalen Teilraum von Funktionen; diese Verfahren tragen die Namen
von Galerkin und Ritz . Ich werde diese Verfahrensklasse im folgenden Teil II iiber partielle
Differentialgleichungen behandeln.

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen bei weitem die genauesten Methoden sind

(iii) Schieffverfahren ( mit sehr trickreich ausgearbeiteten Varianten ) — prinzipiell :
Rate in (3.1)(i3) z(a) = (;
lose die zugehorige Anfangswertaufgabe mit Losung ¢ = z(- ;a,(). Setze z(b) in r ein mit
dem Ziel 7(¢,z(b;a,()) = 0.

Man erhélt formal folgenden prinzipiellen Algorithmus

(3.3) Einfachschiefiverfahren zur Lésung von (3.1)
(a) Gegeben (y; € IR™ (Ausgangsniherung fiir z(a))

(b) Bestimme Losung z der Anfangswertaufgabe

#'(t) = f(t, (), t€la,b] 5 z(a)=Car -
(c) Falls r(z(a),z(b)) # 0, verbessere (u1; zu (neu; wiederhole (b) mit (3t := Cneu-

25r

1.5

051

Abbildung 3.1: Veranschaulichung des Schiefiverfahrens (3.3) fiir n = 1.

Natiirlich kénnte man auch im rechten Randpunkt den Wert vorgeben bzw. anpassen. Ob die
eine oder die andere Moglichkeit giinstiger ist, hingt davon ab, ob die Lésungen der Diffe-
rentialgleichung bzw. ihre numerischen Niherungslosungen z, fiir wachsendes oder fallendes ¢
"Dampfungs’eigenschaften besitzen.

Daf§ ein kleiner Fehler in z(a) sich immens vervielfachen kann selbst bei exakter Losung der
Anfangswertaufgabe (3.3)(b), sicht man an



KAPITEL 3. ANWENDUNG AUF RWA’N: MEHRFACH-SCHIESSVERFAHREN 40

(3.4) Beispiel (Stoer-Bulirsch II, p.177)
Sei n =2, [a,b] = [0, 10];

| 01 _ _
x_[llo 1]:3 , 1(0)=1 , =z1(10)=1

Sei z die Losung dieser Randwertaufgabe, z die Losung derselben Differentialgleichung mit den
gestorten Anfangswerten

71(0) = z1(0) ; Z2(0) = 22(0)(1 — 10710) .
Dann gilt
71(10) = 2.8 - 103"  (im Vergleich zu z;(10) = 1)

O

Die Erkliarung dafiir ist natiirlich, da8 hier der maximale Verstirkungsfaktor beziiglich Stérungen
in den Daten in etwa angenommen wird.

Abhilfe ist: ’integriere die (numerische) Losung nur dber kleine Intervalle’. Man unterteilt das
Intervall in ’kleine’ Teilintervalle
a=T7 <7< ...<Tp < Tmt1 = b, und wihlt mehrere Startwerte (y,...,(yn. Vgl auch Skizze:

Dazu Bezeichnungen wie friiher: bei gegebenem f sei
(3.5)(*) =z(-;7,() die Losung der Anfangswertaufgabe

= f(t,z), 7<t<b; z(r) = fiir (1,{) eI xR";
Formal also

(3.5) Mehrfachschie3verfahren  ( Mehrzielmethode , multiple shooting )
Zur Zerlegung a =71 < 19 < ... < Tpy < Tpa1 = b bestimme (1,(s,...,(n € R™ derart, daB
mit der Bezeichnung (3.5)(*) gilt:

(i) fir 1<j<m I6st z(- ;75,¢))

d
Ex(téTjaCj) = ftz(t;7,0) , i <t<tiy 5 o(r7G) =G -
(i1) rj = 2(7j41—0; 75, () —C+1=0 , 1<j<m-—1;

T'm = T(Claw(Tm‘i—l - OaTTTUCm)) =0.

Dieses Vorgehen ist sinnvoll, denn es gilt

(3.6) Bemerkung
Sei Z:=[(1 -+ (m] € R™™ Nullstelle der Abbildung R, wobei R(Z) = [ry -+ r,] € R"™
durch (3.5)(i)-(ii) definiert ist. Dann ist z, definiert durch

‘T(t) = x(taTjagj) » Tj <t< Ti+1 1 S] <m-— 1 5 ‘T(t) = x(taTmagm) sy Tm <t< Tm+1 3

Losung der Randwertaufgabe (3.1).
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Beweis:
(3.5)(#) = =z € C%I).
(

(3.5)(1) = 2'(t)=f(@t,z(t) , tel , t#7 , 1<j<m;
in 7; gilt aber: z'(1; — 0) = f(75, (75 — 0;Tj—1,(j—1))
= f(1,{;) , da z stetig

= .’El(Tj +0) nach (3.5)(7) ;
= zeCYI). -

Formal kann man (3.5) natiirlich wieder als Einfachschiefiverfahren fiir den ’langen’ Vektor
X(@) = [XjWhicicm » X;@) :=2(r+ (0 —7)) , 0<E<1;
R(X(0),X (1)) entsprechend (3.5)(ii) definiert ;

auffassen.
Numerisch durchfithrbar ist nur eine diskretisierte Version von (3.5).
(3.7) Diskretisiertes Mehrfachschieflverfahren
Sei Zerlegung a =7 < T < ... < Tppg1 = b von [a,b], und (Ay) auf zugehorigem Gitter I,
von I; = [1,Tj41] gegeben, 1 < j < m.
Gesucht sind (;j € R" , 1 < j <m , derart, dafl

(i) zn(-575,¢5) 16st (Ap) auf I; , mit dem Anfangswert =5 (7;;75,() =¢ , 1<j<m.

(i) [r1 - rm] =0, wobei 1j:=azp(rj41—0i75,¢) ~ Gy, 1<j<m—1;
Tm = r(claxh(b - O;Tmagm)) :

Zur iterativen Bestimmung dieser ({;: 1 < j <m) € R™™ verwendet man beim diskretisierten
MehrfachschieBverfahren z.B. das Broydensche Sekanten- Verfahren (vgl. Num. I). Voraussetzung
zur Anwendung von Newton—Varianten zur Bestimmung der Nullstelle Z der Abbildung R in
Bemerkung (3.6) ist, da R € C? gilt. Dazu

(3.8) Satz
Sei I =la,b], f:IxIR" — IR™ aus C* mit k > 1, und existiere zu jedem (7,a) € I x IR® die
(wegen f € C! notwendig lokal) eindeutige Losung z(-; 7, @) der Anfangswertaufgabe
#'(t) = f(t,z(t) , te€nd
z(71) = a.
Ist zusitzlich r» € C¥, so ist die Abbildung R in Bemerkung (3.6) aus C*.
Beweis:

Nach dem Satz iiber die stetig differenzierbare Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert (Be-
weis z.B. Knobloch, Kappel pp.125-128) folgt

G — w(t7G) ect . 1<j<m.
t=Tj41
und damit
rpeCt , 1<j<m-1.
Da nach Voraussetzung r € C ist, ist auch r,;, € C* als Komposition zweier C*-Abbildungen,

O
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Natiirlich sind auch alle Varianten des Newtonverfahrens in (3.6) anwendbar, denn:
Z+— R(Z) € C? nach Satz (3.8) fiir f,r € C? .

" Existenz von Z* ’ mit R(Z*) = 0 nicht so pauschal beantwortbar.
’ R'(Z*) nichtsingulir ? ’ nicht so pauschal beantwortbar. Beachte dazu als Behandlungsansatz
jedoch:

e, BT 0) = y(t)

16st die Anfangswertaufgabe

VO = e ay®) 127 5y =ey .

Dabei ist e € IR™ der k-te Einheitsvektor.
O

Der Vorteil der sehr schnellen gquadratischen (zumindest superlinearen) Konvergenz der New-
ton(dhnlichen)-Tteration zur Bestimmung einer Nullstelle von (3.6), kombiniert mit der sehr
hohen Genauigkeit bei Verwendung von Verfahren Aj hoher Ordnung in (3.7) ergibt ein schnell
konvergierendes sehr genaues Verfahren.

Der Nachteil: nur ‘lokale’ Konvergenz , d.h. die Startnidherung fiir die Nullstelle muf} — in nur
schwer kontrollierbarer Weise — hinreichend nah an der Nullstelle liegen. In 'realen’, "konkreten’,
‘interdisziplindren’ Anwendungen ist hier der Mathematiker auf die Hinweise dieser Anwender
angewiesen.

Andererseits ist die Vorgehensweise dieses Kapitels allgemeiner anwendbar (immer mit diesem
letzten grofilen Nachteil):

(3.9) ’allgemeine nichtlineare’ Eigenwertaufgabe
Gegeben
f:IXR"xR—R" , 7:R"xR—R"xR

Gesucht (z,)) € CH(I;IR") x IR mit
z'(t) = f(t,z(t),\) , tel (Differentialgleichung)

7(z(a),z(b),A\) =0 , wobei

~ __[r(=z(a),z(b), ) (Randbedingungen: hdiufig von X unabh.)
r(w(a), z(b), A) = [flx(t)th -1 (Normierung, damit = % 0)

Literatur zu Randwertaufgaben bei gewdhnlichen Differentialgleichungen

Theorie:

W. Walter [1972]: Gewohnliche Differentialgleichungen. Eine Einfiihrung. Springer-Verlag, Ber-
lin - Heidelberg - New York. Heidelberger Taschenbiicher Band 110

Numerische Behandlung:
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Kapitel 4

Einfiihrung in partielle
Differentialgleichungen

Werden Funktionen von m Variablen, m > 2, bestimmt durch Abhéngigkeiten zwischen ih-
ren partiellen Ableitungen, spricht man von partiellen Differentialgleichungen. Die Ordnung
einer partiellen Differentialgleichung ist die Ordnung der hiéchsten vorkommenden Ableitung.
Einzelgleichungen 1. Ordnung kann man auf gew6hnliche Differentialgleichungen zuriickfiithren
(bekannt bzw. s. Ubungen).

Systeme 1. Ordnung und Einzelgleichungen 2. und héherer Ordnung sind ’schwieriger’. Bereits

lineare partielle Diﬁerentialgleichungen 2. Ordnung liefern eine Fiille von Problemen:
m

Lu(@) = Y a; ()mw —I—Za] (z) +ao(@)u(z) = f(z) , z€GCR™

1,j=1

=: Au(z) sog. Haupttell
Gegeben: a;j,aj,f : G — IR ;
Gesucht: v : G — IR, u € C?(G) als Losung obiger Gleichung!

Im Prinzip kann dabei [a;;]1<; j<m Symmetrisch angenommen werden, denn

~ 1 - :
aj := §(aij +aj) , [ai] symmetrisch
und
%u o*u %u %u
Qij e = i d = fi c?
i 8.Ti8$j Z i 8.’13,'6.77]' ’ & 8a;i8:1:j 8.77]' 8.’171' r €

Abhéngig von den Eigenwerten der symmetrischen Matrix [a;;] erhélt man folgende

Typeneinteilung:

A heifit im Punkt z € G

(i) elliptisch, wenn die Eigenwerte von [a;j(z)]1<i,j<m einerlei Vorzeichen haben, 0.E. < 0
(ii) parabolisch, wenn (m — 1) Eigenwerte von [ai;(x)]1<ij<m < 0, ein Eigenwert = 0

(iii) hyperbolisch, wenn (m — 1) Eigenwerte von [a;;(z)]1<i j<m < 0, ein Eigenwert > 0

45
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(4.1) Standardbeispiele
2
(a) — Au(e) = =30 525(2) , [ay]=-E
mit E Einheitsmatrix; sog. (negativer) Laplace-Operator.
bekanntlich gilt: st g(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) holomorph (mit (z,y) statt (z1,z2))
= Uz +vy =0, v; —uy = 0 Cauchy-Riemannsche Diff.-Gln.
= Ugz +Uyy =0, t.e. Au=0 und Av=0;
d.h. Real- und Imaginirteil holomorpher Funktionen sind sog. ’harmonische Funktionen’.

(b) Wirmeleitung in einem Koérper G C IR3:

ou k(az_u ?u 0%

= et | = t GCR?},t>0; k>0 :
ot 8x%+3x§+8w§> f@1), o€

—k 0
—k
laij] = K

(¢) Wellengleichung

Pu , [(0%u  O%u 9
- —+— ) = t GCRR", t>0 0:
B (ax%+a$%) flz,t), z€GC ,t>0; ¢>
—c? 0
[ai;] = —c?
0 1

(bzw. ’schwingende Saite’, falls nur eine Raumvariable z € IR!).

(d) von gemischtem Typ ist z.B.

?u  O%u
— 4+ —==0 R?.
“ax% + 927 , (z1,29) €

In obigen Beispielen (4.1) (b) und (c¢) wird die m~te= (d + 1)-te Variable in der Bezeichnung
ausgezeichnet:

Zeit t = 2441 im Gegensatz zum *Ort’ z = (z1,...,24) € R? .

Die Bezeichnungen ’elliptisch’, 'parabolisch’, hyperbolisch’ sind Analogien zu den quadratischen
Gleichungen in zwei Variablen.

Durch die Vorgabe von Rand- oder Anfangswerten werden eindeutige Losungen festgelegt. Fiir
die einzelnen Typen sind unterschiedliche Vorgaben
sachgemafs:, i.e. — Existenz einer Losung

— Eindeutigkeit der Lésung

— stetige Abhéngigkeit der Losung von den Daten .
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(4.2) Anfangswertaufgabe fiir die eindimensionale Wellengleichung
U — gy =0, z€R, > 0;

u(z,0) = up(z) , u(z,0) =ui(z), z€R.

Fiir ug,u; € C?(IR) existiert genau eine Losung obiger Anfangswertaufgabe.

Beweisskizze:
Allgemeine Losung von uy — c2uge = 0 lautet
u(z,t) = p(z —ct) +P(z +ct) , p,% € C? | denn:

u Losung: ug = @' + 9", ugy =" + 4",

up = —c<p' —i—C?/JI Uy = (_0)2‘PH +02¢" .

Eindeutigkeit: iiber sog. 2. Normalform der Wellengleichung: wz; = 0.
Annahme der Anfangswerte: dies liefert die folgende Linearkombination von Funktionen obiger

Bauart ¢ bzw. 9

%(uo(ac + ct) + uo(z — ct)) + 2% f;jcctt ui(s)ds. -

Veranschaulichung ( obiger Losung fir — u(z,t) = ug(z — ct))

¢ Geschwindigkeit der Wellenausbreitung
x-ct=0

Zeit t \/\\

Abbildung 4.1: Wellenausbreitung

Kompliziertere hyperbolische Gleichungen sind nur numerisch 16sbar: > Definitionsbereich muf}
beschrinkt werden, i.e. Anfangs—Randwertaufgabe auf Kompaktum > unerwiinschte Reflexio-
nen an den (kiinstlich eingefithrten) Rindern — Abhilfe: >~ geeignete sog. transparente oder
absorbierende Randbedingungen derart, dafl keine Reflexion auftritt.

Fiir elliptische Gleichungen sind Randwertaufgaben sachgemif gestellt.
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(4.3) Randwertaufgaben fiir elliptische Gleichungen
—Au(:v):f(x) , TEG;

mit den sog. 'Dirichlet’-Randbedingungen
u(z) =g(z) , £ € Rd G, ("homogen', falls g(z) =0) ;

oder mit den sog. 'Neumann’-Randbedingungen

g—u(x) =g(z), x€ Rd G, ("homogen', falls g(z)=0) ;
n

bzw. mit den allgemeinen 'Robin’-Randbedingungen
u(z) + a(m)g—“(x) =g(z), € RdG, ('homogen’, falls g(z) =0) .
n
O

Die mathematische Modellierung des sog. Konstanzer Wasserwunders, von dem der Stadtschrei-
ber im Jahr 1549 berichtet!, fiihrt mit dem Ansatz (in komplexer Form) fiir eine ’stehende Welle’

w(z,t) = e“tu(z)

auf ein Rand—Eigenwertproblem fiir u,

—Au(z) =du(z) , z€G , %(w)zO,xERdG A=W/ >0.

Wie kann man (4.3) diskretisieren?

Ist G = [0,I] x [0,]] ein Quadrat im IR? mit Kantenlinge [, dann ist die naheliegendste
Diskretisierung fiir —A ein Differenzenverfahren:

(4.4)(i) Gitter:
h=1/(N+1)>0, NcIN;
G, = {(ih,jh) |i,j €Ny : 0<i,j < N +1};
Gp =GN G = {(ih,jh) |4, €Ny : 1 <4,j < N};
Rdy, Gy := GL,NRd G = {(ih,jh) |i,j €Ny : i=0,N+1oder j =0,N+1}; .

Verwendung des dividierten Differenzenquotienten 2. Ordnung

BQ_U(M jh) = u((z + 1)h, jh) — 2u(ih, jh) + u((é — 1)k, jh)
8$12 ’ h2

und analog

0xy? K2
ergibt insgesamt
A4) (@) — A ulz) = —u(zy) —u(zg) —u(zs) — u(zw) + 4u(z)
. : 2
wobei die suggestiven Bezeichnungen gerade den sog. Finf-Punkt—Differenzenstern festlegen:

bl

—

zitiert nach Wittum, G.: Mehrgitterverfahren. Spektrum der Wissenschaften, April 1990, SS. 78-90: die
Niherung der 10—ten Eigenfunktion hat ein Maximum in der Konstanzer Bucht, die Schwingungsdauer
der zugehorigen Amplitudenfunktion betrigt etwa 12 Minuten, was dem Eintrag des Stadschreibers , ...
und das Wasser ist an— und abgelaufen vier— bis fiinfmal in der Stund ... “ recht gut entspricht.
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QX N
-1 +4 -1 Abbildung 6.2: Fiinf-Punkt-Differenzenstern fiir
O ® O X —Ap, im Punkt z: angegeben sind die Gewichte fiir
XW X E die Funktionswerte (ohne den zusitzlichen Faktor
1/h2, wobei h die dquidistante Gitterbreite ist).

- 1OXS

(4.4) Differenzenverfahren  ( fiir (4.3))
Finde uy, : G, — IR mit

—Apup(z) = f(z) , T € G ; up(z) = g() , © € Rdp, G, .

Dabei ist G}, das Gitter (4.4)(i) und —A}, der Fiinf-Punkt-Differenzen—Operator (4.4)(ii).
O

Vor einer Diskussion der Vor— und Nachteile von (4.4) eine hier sehr einfache erste Konvergenz-
analyse.
Setzt man die Losung u von (4.3) in (4.4) ein, erhilt man den

Konsistenzfehler: (=Apu—flg, =73
(v =9)|pa, ¢, =7 -
Fiir glatte Losungen w erhalt man durch Taylorentwicklung

(4.5) Bemerkung  (Konsistenzordnung des Fiinf-Punkt-Differenzenoperators)
Sei die Losung u von (4.3) aus C*(G). Dann gilt fiir den Fiinf-Punkt-Differenzenoperator —A\,

max | — Apu(z) — f(z)| = O(h?) .

zeGp

Beweis:

als Ubung — siehe auch Num. I.

Konvergenzanalyse: Fehler ep(z) = up(z) —u(z) =7

Die Diskretisierung heifit stabil , wenn man von —Ap(ep) Lipschitzstetig auf e, schliefien
kann, gleichméfig in h € H. Wegen

—Apen(r) = —Apup(z) + Apu(z)
f(@) + Apu(z)
— Konsistenzfehler im inneren Punkt x  ( klein nach (4.5) ),

erhélt man damit eine Fehlerabschitzung: |lenll 7, < LIl — Anenllo,c, = O(h?) .
Zum Nachweis der Stabilitit zeigen wir
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(4.6) Diskretes Maximumprinzip
Fiir vy, : G, — R gilt

2
max |vp(z)] < max |op(z)] + — max | — Dpvp(z)] -

Gy, zERd, Gp 2 T€GH

Zum Nachweis dieses diskreten Maximumprinzips zuerst

(4.7) Hilfssatz
Fiir vy, : G, — IR mit —Apvp(z) <0, z € Gy , gilt
max vp(z) < max  wvp(z) .

z€Gp, TERdy, G,

Beweis:

Durch Widerspruch. Angenommen, fiir =z € G, gilt

o.E.
ma; v < Vplx = max?v .
jemax h(y) w(z) max h(y)

~Duon(e) <0 = wia) < L(onlon) +on(as) +valas) +onlew))

< (1/441/4+41/4+41/4) vp(z) , falls alle Nachbarn von z in Gp;
< (1/441/4+41/441/4) vp(z) , falls ein Nachbar von z € Rd j, Gy,

Sind alle Nachbarn von z in G}, , muf} also notwendig gelten:
vp(z) = vp(zn) = vn(zr) = vi(zs) = vi(zw) = max vn(y) -

Wiederholt man diese SchluBweise immer wieder fiir alle Nachbarn, erhilt man schliellich ein
z, dessen Nachbarn nicht alle in G}, liegen — und damit den Widerspruch ’vp(z) < vp(z)’ .

O

Beweis von (4.6):

2
plar,@2) = Tm? = 0<p(@) <& und App(a) =1;
betrachte vy (z) := 4wp(z) + Dp(z) , z € Gy ; mit D := maxzeq, |Anva(z)| -
= —Apvy(z) = F Dpop(z) — D App(z) < 0, z € Gp; nach Wahl von D.
- =1

Nach (4.7) folgt die Behauptung.

O

Aus (4.5) und (4.6) erhélt man fiir den Funf-Punkt-Differenzen—Stern direkt die Konvergenz-
ordnung 2:

(4.8) Satz
Fiir G, = [0,1] x [0,1] erhilt man fiir uj, aus (4.4) unter der Voraussetzung, daf die Losung u
von (4.3) aus 04(@) ist,

max |up(z) —u(z)| = O(h?) .
TEGH
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Eine weitere Diskretisierung von —A , fiir die ebenfalls das diskrete Maximumprinzip (4.6)
gilt, ist der Standard-Neun—Punkt-Differenzenstern —/Ap (s. Abb. 6.3). Ist die Losung u von
(4.3) aus C 6(6), so hat dieser Differenzen-Operator die Konsistenzordnung 4, falls man die
rechte Seite f(z) (im Fiinf-Punkt-Differenzenstern) ersetzt durch einen geeigneten Mittelwert
f(@) =35 (f(zn) + f(zg) + f(zs) + f(zw) + 8f(z)) von Funktionswerten von f um z auf dem
Fiinf-Punkt-Differenzenstern:

~Apu(z) = f(z), 2 €Gh .

- 1/6 - 4/6 - 1/6
TXNwW TAN ¢
NW N X NE
+20/6 - 46 Abbildung 6.3: — Ay, im Punkt z; angegeben sind die Gewich-
- 4/6 Xw o X te fiir die Funktionswerte (ohne den zusitzlichen Faktor 1/h2,
E

wobei h die dquidistante Gitterbreite ist).

QXS\N XS OXSE
- 16 - 46 - 16

Obige Konvergenzanalyse kann man immer dann anwenden, wenn die Geometrie von G sehr
einfach ist, und die Diskretisierung G}, so gewihlt werden kann, daf} gilt:

Rdy, Gy, C RAG, heH .

Fiir nicht ganz so regelmifBiges G ergibt sich ein Genauigkeitsverlust!

ﬁ o konforme Gitterpunkte

—0—O0—O—

e nicht konforme Gitterpunkte

Abbildung 6.4: nicht konforme diskrete Randpunkte

Zusdtzliche Probleme ergeben sich, wenn die Randbedingungen nicht nur ’einfache’ Dirichlet-
Daten sind. Wie soll eine Bedingung an die Normalableitung, z.B. die Neumann-Randbedingung,
in nichtglatten Randpunkten diskretisiert werden?

I o glatter Randpunkt

|
bzw. Uk
o innerer Punkt
H

e nichtglatter Randpunkt

Abbildung 6.5: nichtglatte Randpunkte
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Zusammenfassung von Kapitel 4

Vorteile von Differenzenverfahren :
(i) konzeptionell einfach,
(ii) in Spezialfillen einfach zu analysieren ( s. (4.8)),

(iii) sehr einfach zu implementieren.

Nachteile von Differenzenverfahren :
(i) Losung muf} sehr glatt sein,

(ii) mit ’guter’ Konvergenzgiite nur durchfiihrbar bei sehr einfacher Geometrie des Definiti-
onsbereichs G,

(iii) nur sehr einfache Randbedingungen sind ’erlaubt’.

Die Vermeidung dieser Nachteile fithrt zu Projektionsverfahren, insbesondere zu Finite—Elemente—
Verfahren .

Literaturhinweise zu partiellen Differentialgleichungen:

(eher) theoretisch:

COURANT, R., D. HILBERT:
Methoden der mathematischen Physik. 2. Partielle Differentialgleichungen. Springer, versch.
Auflagen.

HELLWIG, G.:
Partielle Differentialgleichungen. Eine Einfiithrung. Teubner 1960.

DiBENEDETTO, E.:
Partial differential equations. Birkhiduser 1995, ISBN 0-8176-3708-7.

STRAUSS, W.A.:
Partielle Differentialgleichungen. Eine Einfiithrung. Vieweg 1995, ISBN 3-528-06604-0.

(eher) numerisch:

ich halte mich hier insbesondere an das(die) fettgedruckte(n) Zitat(e) — und verwende auch
die anderen:

JOHNSON, C.:
Numerical Solutions of PDE’S by the finite element method, Cambridge Univ. Pr. 1987

LeVEQUE, R.J.:
Numerical methods for conservation laws. Birkhduser 1990, ISBN 0-8176-2464-3.

QUARTERONI, A.; A. VALLI:

Numerical Approximation of Partial Differential Equations. Springer Series in Computational
Mathematics, Vol. 23, Springer 1994, ISBN 3-540-57111-6. (guter Uberblick iiber viele Metho-
den).
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VERFUHRTH, R.:
A Review of A Posteriori FError Estimation and Adaptive Mesh-Refinement Techniques. Wiley-
Teubner 1996, ISBN 3-519-02605-8.

Daneben gibt es viele weitere ’Standard’-Werke iiber FEM. Eine winzige Auswahl von Autoren
ist:
BRAESS, D.:

Finite Elemente. Theorie, schnelle Loser und Anwendungen in der Elastizitdtstheorie. Springer
1997, ISBN: 3-540-61905-4.

BRENNER, S.C.; SCOTT, L.R.:
The mathematical theory of finite element methods.. Springer 1994, ISBN 0-387-94193-2; Texts
in applied mathematics ; 15.

CIARLET, Ph.G.:
The finite element method for elliptic problems. North-Holland 1978, ISBN 0-444-85028-7. Stu-
dies in mathematics and its applications ; 4.

HACKBUSCH, W.:
Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen. Teubner 1986, ISBN 3-519-02074-2;
Teubner-Studienbiicher : Mathematik.



Kapitel 5

Finite—Elemente—Verfahren fiir
elliptische Randwertaufgaben

Finite-Elemente—Verfahren sind Projektionsverfahren mit speziellen Ansatzriaumen Vj,, die man
oft ebenfalls als Finite-Elemente bezeichnet. In der historischen Entwicklung wurden diese Ver-
fahren zuerst fiir elliptische Gleichungen entwickelt — und zwar von Ingenieuren. Heute wendet
man FE-Methoden auf alle Typen an. Ich beschrinke mich auf elliptische Gleichungen, sogar
nur auf den negtiven Laplace-Operator —A.

5.1 Variationsformulierung und Koerzitivitdtsungleichungen

(5.1.1) Aufgabe (klassisch formuliert)
Sei G Cc IR¢ beschréinktes Gebiet, und f : G — R, g : Rd G — IR gegeben. Gesucht ist
u € C*(G) N CY%G) mit

(5.1.1)() — Au(z) = f(z) , z€G;

(5.1.1)(i2) u(z) =g(z), z€ RdG . O
Fiir G C IR? bzw. G C IR? kann man ’stiickweise stetig differenzierbar’ nicht mehr so 'natiirlich’
definieren wie fiir G = [a,b] C IR. Im Hinblick auf die Anwendung des Gaufischen Satzes ist die

Zerlegung von G in endlich viele 'Normalgebiete’ passend — ein ’Normalgebiet’ erlaubt gerade
per definitionem die Anwendung des Gaufischen Satzes.

Bezeichnungen B o

(a PCHG) = {u:G — R | es existiert Zerlegung G = UiesGi , I endlich; G;
Normalgebiet , |G; NG| = 0,i # j, u‘Gi € CYHG,),ieI; ueC'Q) };

(b) PCH(G) = {uePCHG) | u|lggq =01} -

(¢) PCL(G) = {ue PCYG) | ulpgg = 9} 7ugegebenem g: Rd G — R.

Sind die Randdaten g zu einer Funktion § € PC'(G) fortsetzbar, so gilt

(¢) PCL(G) = {u€e PCYG) | u—g € PC}} . Im weiteren setzen wir (c) voraus, und
unterscheiden nicht zwischen g und g.

O

54
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Fiir v € PC}(G) und u € C?(G) gilt fiir die von mir betrachteten G

/G( Au da:—Z/ &Cz aa,-, ) dz

Um mathematisch ’angenehme’ Riume zu erhalten, nimmt man den Abschlufl obiger Raume
bzgl.

12
lull2 == (lullzoe® + > 1D%ul2, )"
lal=1

und erhilt einen Hilbertraum, den Sobolevraum W12(G). Analog erhilt man fiir m > 1 und
1 < p < oo durch Vervollstandigung bzgl.

lllg o= ( 32 1Dl? )"

laj<m

(mit der iiblichen Modifikation fir p = oo) den Banachraum W™P(G). Das Randverhalten
wird im verallgemeinerten Sinn ebenfalls durch eine geeignete Approximationsmoglichkeit durch
Funktionen mit klassischem Randverhalten beschrieben:

Wit = oFe I

sind die W12(G)-Funktionen, die im verallgemeinerten Sinn auf dem Rand verschwinden. Im
folgenden betrachte ich vor allem p = 2.

(5.1.2) Schwache Formulierung ( von (5.1.1) )
Gegeben f € Ly(G) und g € WH2(G) . Finde u € WH2(G) mit

d
(5.1.2)(1) a(u,v) := Z/G 88; 88;] dr = /foudx =< f,v> ,vE W01’2(G) ;
i=1 L

(5.1.2)(#1) u—g €W, *G) . _

Klar ist, daB jede Lésung u von (5.1.1) auch (5.1.2) 16st, wenn u € WhH2%(Q) gilt (beachte
CHG) c WY%(@)). Zur Existenz einer schwachen Losung u vergleiche man auch die Ubungs-
aufgaben 8.1 und 8.2.

Wir betrachten (5.1.2) in folgendem abstrakten Rahmen:

(V, <, >y ) Hilbertraum, V3 C V' abgeschlossener Unterraum, V. =g+ Vy CV,
a:V xV — IR bilinear und stetig,

f:V — R linear und stetig (Schreibweise f(v) = < f,v >).

Gesucht ist u € V3. mit

a(u,v) =< fu>,vel.

Konkret haben wir in (5.1.2):
V=W(G), Vo =W, (G), Vee=g+W;"(G) ,
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a(v,w) := Z/ g—;g—z dz | flv) =< f,o>= /Gf(x)v(x)d:z;)

Zur Diskretisierung der Aufgabe (5.1.2) betrachten wir einen endlichdimensionalen Teilraum
Vi, C V = WH2(G). Da u.U. die Randfunktion g nicht exakt darstellbar ist durch Funktionen
aus Vp, mufl man g ersetzen etwa durch die Interpolierende g, = mpg € V},, und erhélt fir die
Modifikation

Vipe == gn + Vho ,

dafl dann trivialerweise V, p. # 0 gilt.

(5.1.3) Projektionsverfahren  ( fiir (5.1.2) )
Sei V, C V endlichdimensionaler Teilraum, Vj o :=V, NV, . Finde up € gy + Vi 0 mit

(5.1.3)(i) a(uh,vh) = < f, Vp >, Vp € Vh70 .
O

Eine geeignete Voraussetzung sowohl fiir die Durchfithrbarkeit dieses Projektionsverfahrens als
auch eine Fehlerabschitzung fiir ||up — ul|y ist die Koerzitivitét:

(5.1.4) Koerzitive Bilinearformen
Die Bilinearform a : V x V. — 1R heifit ’koerzitiv bzgl. Vy’, wenn a stetig ist, d.h. es existiert
ein ¢ > 0 mit |a(v,w)| <€|v|v|w|y , v,w € V ,und wenn ein ¢ > 0 existiert mit

(5.1.4)(3) a(v,v) >c<v,ov>y,veEV.

(5.1.5) Folgerung
Gilt (5.1.4)(i), dann gibt es genau ein up, € Vj pc, das (5.1.3)(7) erfiillt.

Beweis:

Nach Voraussetzung existiert w,”f € Vhpe- Sei {uq,...,un} Basis von V.
Behauptung: Es existiert genau eine Linearkombination E;V:1 cju; derart, dafl
Up, ‘= w;’l‘: + Zj CjUj (5.1.3)(i) lost.
Beweis:
up, = wh + >ojciuj 16st (5.1.3)(i)

<=  up— wgc =Y cjuj € Vo und a(d cjuj,vp) = (f,vn) — a(ws’lc,vh) » Vb € Vo

= >,caluy,ui) = (f,u) — a(wb®,u;) , 1 <i< N, denn Vi o = span(uy,...,uy).
Dieses lineare Gleichungssystem fiir (c;) ist aber eindeutig 16sbar, da das zugehérige homogene
Gleichungssystem nur die triviale Losung hat. Denn

N
Angenommen Z cja(uj,u;)) =0, 1<i< N
j=1

= up = Zc]-uj erfullt a(vp,u;)) =0, 1<i<N; = 0= Zcia(vh,ui) = a(vp,vp)
j i

5.1.4) (%
( :)(z) |lonlly =0 = v, =0 = (¢j) =0, da {u;} linear unabhingig .
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(5.1.6) Satz  (Céa’s Lemma)

Sei u Losung von (5.1.2)(i). Unter der Voraussetzung (5.1.4)(i) existiert ¢ > 0, so daf} fiir jeden
endlichdimensionalen Teilraum Vj, C V mit VNV, # 0 (d.h. g5 = g in (5.1.3)) gilt: es existiert
genau ein up € Vj N Vj, als Losung von (5.1.3), und es gilt die Fehlerabschitzung

U—1u <c inf uU—7v .
|| h”V R T || h||V
Bewelis:

Wegen (5.1.5) bleibt nur die Fehlerabschitzung zu zeigen. Nach (5.1.4)(i) gilt

||u—uh||v2 < cla(u—up,u—up), da u—up€Vp
) ¢ a(u—up,u—uvy), vp €VyNVy
= ¢! vhei‘gg%c a(u — up,u — vp)
< 'z ||u—uh||vvheivnh%%6||u—1)h||v , da a stetig ist .

Division durch ||u — up|ly (> 0 0.E.) ergibt die Behauptung.

zu (%) 1+ a(u —up,up —vp) = alu,up —vp) — a(up, up — vy)

eW € Vho
= (f,up —vp) — (f,up, —vp) mnach (5.1.2)(i) und (5.1.3)(i)
= 0.
O

DaB a in (5.1.2) - V = WbH2(G) , V = WOI’Q(G) — koerzitiv ist fiir homogene Randdaten, d.h.
g = 0, besagt gerade die

(5.1.7) Friedrichssche Ungleichung  (Kurt Otto Friedrichs, * 1901 Kiel , { 1982 New
Rochelle NY)
Fir G C RY, G beschrinkt, existiert ¢ > 0, so da fiir v € W,*(G) gilt

Z/ axz ) dz > c/GU(w)2 dz .

Beweis:

Nach Voraussetzung gilt G C Q = {z € R? | |z;] <I,1 < i < d}. Fiir v € C{°(G) gilt (mit
der trivialen Fortsetzung U|Rd\G =0)

1 v

U($1a"'7xd): . oz, (515-’52’ T )d§1

und damit nach der Schwarzschen Ungleichung

(@1, oo za) > < 21/ \—sl,m, Lza)[? de .
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Integration dieser Ungleichung iiber ) ergibt wegen fu|]Rd\ =0

! Lo o
2 < — .. 2 .
/G|’U(=T)| dr < 21/—1 /_l (/_l|8x1 (61,72, .., Ta)| dfl)dfb“l dzg
= 21/ dry / / |— &1, 22, .., zq)|? d51d$2---d$d) .

< ‘2”22/@'%“”"2 o
i=1 ’

Fiir beliebiges v € Wol (@) kann man durch Funktionen aus C{°(G) gleichzeitig sowohl die linke

als auch die rechte Seite der behaupteten Ungleichung beliebig genau approximieren.
O

Damit gilt die Koerzitivitdtsungleichung a(v,v) > ¢ < v,v >y, v € Vp, fiir

av,w) = Z/ o )gxz( ) dz und Vy = WoX(G) C V = WH3(G)

mit ¢ :=1/ (1 + 412). Fiir inhomogene Randdaten wurde eine entsprechende Abschitzung von
Henri Poincaré bewiesen. Dabei benétigt man zusitzliche Voraussetzungen (an die Geometrie
des Randes von G).

(5.1.8) Poincarésche Ungleichung  (Jules Henri Poincaré, * 1854 Nancy , t 1912 Paris)
Sei G beschrénktes, lokal lipschitzstetig berandetes Gebiet. Dann existiert ¢ > 0, so daf gilt

Z/ o) () du > c/Gv(ac)2 dr, veVyi={veWG) : /G'u(m)da;z()}.

O

Zum Beweis vergleiche man die Literatur. Es reicht auch aus, da der Rand von G eine gleichmé8i-
ge 'Kegelbedingung’ erfiillt.

Bemerkung

Gilt die Aussage von Satz (5.1.6), so heifit das Verfahren quasioptimal bzgl. der || - ||y-Norm
— denn der Verfahrensfehler |lu — ug|ly ist von derselben Groflenordnung wie der Approxi-
mationsfehler inf,, cv, . ||u — vp|ly — und besser kann man die (unbekannte) Losung ja nicht
approximieren. ’ 0O

Damit ist die Wahl geeigneter Ansatzfunktionen klar vorgezeichnet, um Konvergenz bzw. um
eine bestimmte asymptotische Konvergenzordnung zu erzielen: man mufl die Wahl so treffen,
dafl der Approximationsfehler
inf ||ju—wv
nint llw — vallv
gegen Null konvergiert bzw. dariiber hinaus eine bestimmte Konvergenzordnung hat. Solche
R&ume untersuche ich im néichsten Abschnitt 5.2.



KAPITEL 5. FINITE ELEMENTE FUR ELLIPTISCHE RANDWERTAUFGABEN 59

5.2 Finite—Elemente—Raume

In diesem Abschnitt fithre ich einige Beispiele fiir Finite Elemente ein und untersuche deren
Approximations— und Glattheitseigenschaften.

Zur leichteren Formulierung und Veranschaulichung betrachte ich hier
(0.i) G beschrinkt, offen, zusammenhiingend C R%, d = 2,

und
(0.23) RdG Polygonzug.

Bemerkung: Lipschitzstetig berandete Gebiete G kann man durch polygonal berandete Gebiete
approximieren.

Wir betrachten Zerlegungen von G in ’Elemente’, die affine Bilder eines Referenz— oder Stan-
dard—-Elements sind

(5.2.1) Triangulierungen
Gegeben Referenzelement K=A= {x eRl:2;,>0, Z?Zl z; < 1} , d =2; d.h. abge-
schlossenes Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0), (0,1). Dann heifit T}, = {K} 'Triangulierung von G,
wenn

(i) K=Fg (I? ) mit affinen nichtsinguliren Abbildungen F : IR? — R? |, K € T}, ;

) G= U K:
KeT,

0

oder
(i) KiNKy = Eckpunkt von K; und Ko ?
oder

Kl?éKQETh.

Dreiecksseite von K und Ko
Oa

Verboten ist also fiir eine Triangulierung eine Situation wie in Abbildung 5.2. Aufgrund von (i)
heiflen die hier betrachteten Finiten Elemente ’affin dquivalente’ Familien von Finiten Elementen.
Fiir andere Referenzelemente K sprechen wir von verallgemeinerten Triangulierungen oder K-
Zerlegungen von G. Das zweite wichtige Referenzelement ist das Einheitsquadrat

K=Q=[0,1%,d=2.

(5.2.2) Finite—Elemente—Riume
Gegeben sei Triangulierung T}, = {K} von G. Zu gegebenem m € IN sei P C C™(IR¢) endlich-
dimensionaler Teilraum. Dann ist

Vi={v:G—R: U|I%EP fir KeTy,;veC™ Q) }

der Raum der P-Elemente zur Triangulierung 7}, der verallgemeinerten Differenzierbarkeitsord-

nung m.
O
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erlaubte K's
SES -
erlaubte K's verbotene K's verboteneK's
Abbildung 5.1: mdgliche Abbildung 5.2: Nichtkon- Abbildung 5.3: Aussehen
Referenzelemente @ und forme Triangulierung linearer C°~Elemente
A, und erlaubte Triangu-
lierungen

Man kénnte in naheliegender Weise die elementweise Bauart P der Ansatzfunktionen fiir jedes
K € T, unterschiedlich wihlen, d.h. Px ¢ C™(IR%), K € Tj,. Wir beschrinken uns in der
Darstellung auf eine einzige Bauart.

Polynomiale Finite Elemente: P = Py = span({z* := Hle x> 05 =t |a| < k} fiir jedes
A € Tp.
. k+1
Beachte: dlmIPk|1R? = ( 9 ) .
'lineare’ Finite Elemente: P = IPy = span ({1,z1,z9}) , K =A €T} .
Sowohl zum Nachweis der (verallgemeinerten) Differenzierbarkeit als auch zur rechnerischen

Weiterverarbeitung besser geeignet sind "Lagrange-Basen’ {\;} zu 'lokalen Freiheitsgraden’ {o;},
d.h.

Sei YA Basis von Pp', Ba ={o1,---,04m} , dim =dim Pa , und
o . 1, i=j L
P = span ({)\gi :1<3< dzm}) mit  oj(Ag;) = 6ij = { 0 , sonst ’ 1<, <dim,
dann heifit {\g;,1 <14 < dim} die zu £ gehorige Lagrange-Basis.
O

(5.2.3) Beispiel
Sei K =A(al',a%,a®) CR?, Pk =Py, dimPx =3 ; Sk = {01,02,03} , 0;(vs) = vp(a?) .
Z.B. fiir R

A =A((1,0), (0,1), (0,0))

erhilt man als Lagrange-Basis (mit Ay = Ag;):

A0 (@) =21, Aony(T) =22, Ao0)(2) =1—21 — 22 filr z = (21, 22).

O

Mit diesen (lokalen) Lagrange-Basen auf jedem Element erhilt man dann (globale) Lagrange—
Basen von Vj:
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(5.2.4) Lineare C°-Elemente
Sei Ty, = {A} Triangulierung von G mit den Knoten (= Dreiecks—Eckpunkten) { N}, und

Vi ={v € C%G) : v|p € Py fiir A €Ty}, sog. lineare C° Finite Elemente .

Dann ist

Vi, =span{\y €V, : Ay(N') = dyn fiir alle Knoten N’}

O
Beweis:
Setze
A jaus (5.23) , N=d €A=A(a,a?d?),
AN|a = @
L N¢A

Dann gilt

(i) An|k € Py nach Definition (klar)
(ii) Ay € C%Q), denn: A\ ist stetig in allen Knoten N’ = My ist stetig auf allen Kanten
KNK'=co(N,N').
(iii) {An : N Knoten } linear unabhéngig:

2N Knoten EN'AN =0 = 0=3 " gioten ENVAN(N) =cny ;N Knoten .
(iv) {An} ist Erzeugendensystem: v, =Y\ vp(N)Any denn:

seiz € K = A(N1, N2, N3) = wn(x) = 30, va (Vi) A, () = 2 up(N)An(z)
N Knoten in T}
da >\N|f =0fir N ¢ {Nl,NQ,Ng} .

Ansatzfunktionen derselben Glattheit, jedoch héherer Approximationsgiite, sind

(5.2.5) C%-Elemente stiickweise quadratischer Funktionen
Sei _
Vi:={veC’Q) : v|p€ePs, ATy}

wobei T}, = {A} Triangulierung von G, und Pan = IP3|a . Dann ist $a = {0,054} mit
oj(vn) :==vn(a’) ,  oij(vn) := vp(a)

Basis von Pp’. Dabei sind @’/ die Dreiecks—Ecken und ¥ die Seitenmittelpunkte zwischen o’
und @/ (i < j) von A = A(al,a?,a?).

Beweis:

Wegen |Xa|=dim P|a ist alles gezeigt, falls fiir v € Pa gilt: o(v) =0Vo €Xp = v=0.
Beweis: 0.E. sei A(a',a?,a®) = A((1,0), (0,1), (0,0)).

Da 9|42 435 € P3(IR)[ 42 43, folgt wegen o2(v) = 03(v) = 023(v) =0, daB  v[_,2 4,35 = 0.
= v = A (z)wi(z) mit A;(z) aus (5.2.3) und deg wy < 1;

analog gilt: A2 | v, A2(z) aus (5.2.3) = v = Ai(z)Ae(z)wy , degwy =0 .

Wegen 0=wv(a'?) = A2 wp |2 = % . % wy folgt wo =0, und damit v =0 . O
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Als Ubung zeige man das Aussehen der elementweisen Lagrange-Basisfunktionen in (5.2.5) zu
A = A((1,0),(0,1),(0,0)) - siehe auch die Abbildungen 5.5 und 5.6 —.

Analog kann man kubische und héhere C’-Elemente einfiihren.
Ein offensichtlicher Vorteil dieser Lagrange—Basen ist die Eigenschaft eines ’lokalen Trigers’.
Trivial hat z.B. 1|x nicht diese Eigenschaft.

(5.2.6) Bemerkung
Fiir die Lagrangebasis { Ay }der linearen und der quadratischen C°~Elemente zur Triangulierung
Th, N Knoten oder Seitenmittelpunkt von A € T}, gilt

supp (An) = U K
KeT,: NeK
O

Zur Veranschaulichung Skizze des 'globalen’ Verlaufs der Lagrange—Basisfunktionen bei linearen
und quadratischen C°-Elementen sieche Abbildungen 5.4 — 5.6:

Abbildung 5.4: Trager  Abbildung 5.5: Trager  Abbildung 5.6: Tréager

linearer CY Lagrange-  quadratischer C°-Lagrange-  quadratischer C°-Lagrange-
Basisfunktionen Basisfunktionen zu Eckpunkt Basisfunktionen zu Kanten-
mitte

Fir das Standard—Referenz-Element
Q=10,1]x[0,1] c R?, bzw. Q = [0,1]? c R*

bieten sich an

P@\Epk =P, ® IP;
d.h. Tensorprodukte von Polynomen
_ d
Py = @ = P ;
r = span{z | I T max o < k}

=1
P2|]R2 = Span{l,.’L'l,.’EQ,.’,El.’L'Q}
5 2 2 2 2 92 9
P3|r2 = span {1, z1, z9, 129, T7, L] T2, T5, T1X5, T1T5}

Induktion beziiglich k ergibt dim Py, | ga = k% .



KAPITEL 5. FINITE ELEMENTE FUR ELLIPTISCHE RANDWERTAUFGABEN 63

Abschliefend méchte ich ein C'-Element skizzieren, das ’Argyris’-Element (siehe Abb. 5.8):

Yk Nullte, erste, zweite Ableitungen in a*, 1 <4 < 3, ergibt 3 x (1 + 2 + 3) Bedingungen.
Zusdtzlich Normalableitungen in _ .
ij a' + a’ . .
a’ = 9 , 1 <]

ergibt die restlichen 3 Bedingungen.

Abbildung 5.7: Quadratisches C°-Element Abbildung 5.8: Argyris-Element

Eine kleine Auswahl vielbenutzter Elemente findet sich in C. Johnson: Numerical solutions of
PDE’s by the FEM, pp 80.

Ich schitze jetzt noch den Interpolationsfehler fiir lineare C'~Elemente ab. Dazu folgende
geometrische Groflen:

hx = Durchmesser von K, d.h. hg = max, yck ||z — '[|2;

. ok = Radius des griofiten K einbeschriebenen Kreises
(5.2.7)(2) (bei K = A gerade Inkreisradius)

h= max hk (dies ist die eigentliche Bedeutung des Index ’h’ bei T},)
€lp

(5.2.7) Satz
Sei K = A(a',a?,a3). Zuv € CO(K) sei
7w € Py : mw(a’) =v(a’), 1<i<3

Mit den Bezeichnungen (5.2.7)(i) gilt dann fiir glattes v, d.h. v € C?*(K) C W**®(K)

(@) v —7vllrp k) < 4-hi? max (|00l ()

h
(b) max D0 —70)| L) < (243 BE) - huc - max [ D1 ) -

o] o
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Beweis:
Schritt (1): Abschéitzung von || DT(|1 (k) - Leo(K) :
Es ist
3
Zv Zi(@), e K=NA(a,ad%d®) .

Fir a =0gilt ||7v|co,x < ||V]|c0,i , denn :

3
mo(z)| < Z\U @] < vl - Y Pail@)] =
1=
- E Aal( ) =1
|70]| 0o, < ||¥]|oo,xk ~ und natiirlich gilt 70|00, = [|V]|oo,x  filr v € IPy .

Firr |af = 1 gilt ”U%MMﬁfgﬁ%WM&K,dwn:

3
v(a®) DN (z) = | D% (z)| < ||’U||OO,KZ | DX gi ()] -
i=1 i=1

Mw

Bezeichnet \,;'(z;e) = die Richtungsableitung von \,; im Punkt z in Einheitsrichtung e, so gilt

)

1-0
la* — a2 |’

1-0
la* — a2

(*1)
D%\ < i (3 =
D) < (i) 2 max

( 1 1 )@)1
= max - —— < —
|at —allls” ||la® — ak || 20K

(*1) gilt, da A, linear ist — es ist also der betragsgrofite Differenzenquotient gesucht;
(*2) gllt, da

20k < min(|la’ — s, [la” — a¥2) -
Schritt (2): Fehlerabschédtzung iiber Taylorentwicklung
Es ist K ja konvex; Taylorentwicklung von v € C?(K) um zo € K ergibt dann
=y ﬁ,Dﬁ v(o) (& — mo)” +/ > A L DPy (o + t(z — m0)) (x — mo)P dt
1Bl<2 ) B|=2
= (Tyv)(a) € Py —: (Rzv)(a)

7

Zur Erinnerung: A!:= HZ LBl 2P = Hz TP a>Bea> B Vi, ol =30,
ze€R?, o, B € INy®; Tyv Taylorpolynom von v um z der Ordnung & .

Wegen Tov € Py gilt nTov = Tov. Folglich ist v — v = v —Tyv — (v — Tov) , also folgt

[D%(v = 70)[[co,x < [D¥(v = Tov)|oo, + [[Dm(v — To0) |0,k

ja
= D% ~ Ty_ o Do 1 + | D7 (v — Tyv)l|oo i 5 D*Tyv & Ty_ i DY,
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Schritt (2.i): Abschétzung des Taylorrestglieds mittels [v]2,00,x := max g3 | DA 0o, i

1D® (0=T30) oo,k = [ID*0 =Ty o) DVl oo, < chohic 2 1ol 01, v € WH=(K), o] <2

Konstante ¢ , nur von k¥ = 2 und « abhingig .
Beweis: klar (eigene Ubung), z.B. fiir k = 2 und a = 0 = (0,0):

1
v — Tool|oo,xc < 2@ hi 2 sup  |[DPu(z)]
B=2"" 161=2 , z€K

— Lo Lo s, =2
— == —, also =2.

207200 T @, (0,2)! 2 9 *0 20

Schritt (2.ii): Abschétzung des zweiten Summanden

Nach Schritt (1) gilt die Abschétzung

a 1
D0~ Toollre<{ g | 0= Tovloc Tl {

Damit folgt mit ¢o := 2¢j

[0 = T0lloo,ic < cohac?[v]a,00, < colac[[Vllwoco (i)

also (a).
(b) folgt wegen C;,(I,O) = Z\,B|:2—1 % = (1,10)! + (0’11)! =2= C;,(O,l)

% 3 * ° X
D20 = 70} < Il (G5t + 5ochoh?) it 3 5=2
K

O

Was ich im Satz (5.2.7) fiir p = oo gezeigt habe, gilt mit analogen Beweisen auch fiir 1 < p < oo,
insbesondere fiir p = 2.

Betrachtet man Folgen von Triangulierungen,

Ty, h:= max hg € H, mit h — 0,
KeTy,

fiir die mit einem S > 0 gilt
(5.2.8)(i)) hx <Box, K€Ty,, heH; (sog regulire’ Triangulierungsfolgen).
Dann gilt

(5.2.8) Satz  (Konvergenzsatz)

Sei G C IR? polygonal berandetes beschrinktes Gebiet. Die Bilinearform

a: Wh2(GQ) x W2(G) — IR sei Vy-koerzitiv mit Wy*(G) € Vo ¢ WH2(@). Die Triangu-
lierungsfolge (T;,) von G sei regulir, d.h. es gelte (5.2.8)(i). Ist die Lésung u von (5.2.2) aus
W?2%®(@), dann gibt es ¢ > 0, so daB fiir die Galerkinniherung u, € V, N Vi, Vj linearer
Finite-Elemente-Raum zu T}, gilt

lu —upllwrz@ < chbllullweeq) -
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Beweis:

Nach Céa’s Lemma (5.1.6) gilt

U — U , < ¢ inf ||lu—w , <cl|lu—mpu ,
| rllwizgy < 'UEVh,bc” rllwi2@a) < c| nullwoq)

(5.2.7)
¢ lu — mpullwree@y < ¢ hllullwreeq

IA

wobei 7mpu Interpolierende € V}, fir u ist.

Insbesondere folgt unter den Voraussetzungen von Satz (5.2.8)

ou  Ouy

8.’132' 8331 =0.

Ly (G)

li — =0 d li
Jim Jlu — unl|1,(c) un Jim

Die Voraussetzung (5.2.8)(i) ist sicher erfiillt, falls eine Grobtriangulierung verfeinert wird durch
Seiten—"halbierung’, Seiten—"drittelung’, ... . Denn dann sind alle auftretenden Dreiecke dhnlich
zu einem Dreieck aus der Ausgangstriangulierung.

(5.2.9) Bemerkung
(a) Die Sitze (5.2.7) und (5.2.8) gelten auch analog fiir v € W?P(G) mit p = 2 anstelle von
p = 0.

(b) Unter der zusiitzlichen Voraussetzung, daB (—A)™' : Ly(G) — W22(Q) stetig ist (was
z.B. fiir konvexes polygonal berandetes G gilt), folgt fiir die Approximationsordnung der Funk-
tionswerte mit dem sog. ’Aubin-Nitsche-Trick’

lu = unll L) < const h? |lully2(q) -
O

Fiir einen beliebigen koerzitiven Operator A an Stelle von —A mufl man in (5.2.9)(b) voraus-
setzen
(A%)71 1 Ly(G) — W22(G) stetig *.  Die 'richtige’ Ordnung fiir Funktionswerte liefert

(5.2.10) Satz  (Aubin-Nitsche—"Trick’)
Zusiitzlich zu den Voraussetzungen von Satz (5.2.8) sei (A*)™! : Ly(G) — W22(G) stetig.
Dann gilt

[ = wnllLy(a) < const h? [[uflw2z ()

Beweis:
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zu (*1) :

zu (%9) :

zu (*3) :

zu (*4) :

lu—unllL, = sup (u —up,9) L,
g€ Ly : |gll, <1

sup a(u — up,w) ,

w € Wol’2
(x2)
= sup a(u — up, w — THW)
w € WOQ’2 2wl <a
(*3)
< llall - llw = uallwr. sup lw — mpw|[pr
weWe? : w2 < e
(*a)
< llall ez b flufln2e sup cs b [|wl[p2.2

we WP : wlly2e <
= C h2 ||u||W2,2 .

l6se Randwertaufgabe A*w =g , w|gs ¢ =0 ; fiir ¢ € L2(G) in Variationsform,
ie. a(v,w)=<wv,9> , v € W01’2; beachte u — uy, € Wol’2 .
up, € Vi pe Galerkinndherung an u, d.h. a(u — up,vp) = 0, v, € Vg, also speziell
auch fiir m,w € Vj, 0; auBerdem gilt nach der zusétzlichen Voraussetzung fiir die
Losung w (in Variationsform) von A*w = g, w|ra ¢ =0: |w||w22 < cillgllr, -
a: Wh2(G) x W2(G) — TR stetig .

nach Céa’s Lemma und der Modifikation (5.2.9) der Interpolationsfehler-
abschitzung (5.2.7) .

Nur einige tabellarische Hinweise zum Aufwand der verschiedenen Moglichkeiten

(5.2.11)(i) Aé =b, A e RM*M

zu 10sen mit

M=0({Ny}) =0 %), GCR*, d=2,3;

67

(zusétzlich sei A auch symmetrisch, um auch das cg-Verfahren vergleichen zu konnen). Unter den
in der folgenden Bemerkung gemachten i.a. realistischen Annahmen gilt fiir den Arbeitsaufwand

(5.2.11) Bemerkung  (vgl. C. Johnson, S. 139)

Die arithmetische Komplexitit zur Losung von (5.2.11)(i) ist O(M®) mit M = O(h~?) fiir

G CRR?, d=2,3 , wobei der Exponent « in der folgenden Tabelle angegeben ist:
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Methode Exp. « Vorteil Nachteil
d=2|d=3
CHOLESKI, wobei | Faktorisier. 2 2.33
Bandbreite von A | back-Subst. 1.5 1.67 "diinn besetzt’
direkt sei O(h—t1) nicht gut
geschachtelte Faktorisier. 1.5 2 ausniitzbar
Reduktion back-Subst. 1 1.33
cg (Conjug. Gradienten) 1.5 1.33 leicht
cg mit Vorkonditionierung 1.25 1.17 | program— | ’gute’ Vorkond.
iterativ mierbar schwierig
Multigrid 1 1 Programmumier-
ung aufwendig

O

Fiir sehr spezielle Differentialoperatoren und Gebiete, fiir die man die Greenfunktion explizit
kennt, wie z.B. fir —A und die Kugel oder den Halbraum, kann man auch noch den Aufwand
der Randelement—Methode vergleichen: d — d — 1, jedoch A vollbesetzt.

Auch fiir zeitabhéingige Probleme kann man FE-Verfahren formulieren. Thr grofier Vorteil ist,
daf sie auch bei schwieriger Geometrie’ in den rdumlichen Variablen 'immer’ und (relativ) leicht
anzuwenden sind.

Natiirlich wurden — und werden auch jetzt noch bei einfacher Geometrie und ’einfachen’ Rand-
bedingungen — elliptische Randwertaufgaben auch iiber Differenzenverfahren gelost.

5.3 Galerkinverfahren fiir Eigenwertaufgaben

Die Analyse des Konstanzer Wasserwunders als stehende Welle (s. die Bemerkung im Anschlufl
n (4.3)) fithrt auf das Eigenwertproblem

ou

—Au(z) =Mu(z) , z€ G n

(z)=0, z€ RdG .

Mit a(u,v) = fG 2?21 %(x)%(z)dx , < U,v >i= fG u(z)v(z)dr , erhilt man dafiir die
folgende Variationsformulierung mit V = W1H2(Q):

(5.3.1) Eigenwertaufgabe (in Variationsformulierung)

Sei V Teilraum mit W,*(G) ¢ V c Wh2(G) und a : WH2(Q) x W12(G) — IR stetige
Bilinearform. Gesucht ist (u,A) € V x €, u # 0, mit

a(u,v) =A<u,v> ,veW
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Die Ersetzung von V' durch einen FE-Raum V}, ergibt

(5.3.2) Galerkin-Diskretisierung  (von (5.3.1))
In der Situation von (5.3.1) sei Vj, C V ein Finite-Elemente—Unterraum. Gesucht ist (up, Ap) €
Vi x €, up # 0, mit

a(uh,vh) = Ap < up,vp > , vy € Vp.

O
Diese Aufgabe fiihrt auf eine sog. verallgemeinerte (Matriz—) Eigenwertaufgabe. Denn mit
M =dimV}, , V}, = span({u1,us, ..., un})
gilt:
a(Un, vh) = An < up,vp > , vh € Vi ;
= alup,u) = A <up,ui >, 1< <M
= oup=Y &Gui Y aujw)é = Yy <ujup>&, 1<i<M;
J J J
Mit 7 = [§l1cjcm € RY resp. €M A = [a(uj, ui)l1<ijcm € RM*M resp. €M und
B = [< uj, u; >]1§i,j§M € R M*xM resp. ¢MxM folgt
< Az =XMBz, 2€RMresp. CM : 240 (z#0 < u, #0).
O

B ist als Gramsche Matrix symmetrisch und invertierbar (s. Numerik 1, Satz (3.2.4)). Damit ist
diese verallgemeinerte EWA dquivalent zu einer Standard—-EWA

Az = Bz <= B l'Az=Mzr <= AB Y(Bz)=M,(Bz).
Fiir den Rest dieses Abschnitts betrachte ich folgende

(5.3.3) Matrix-EWA
Gegeben A € ¢M*M B € @M*M pijchtsingulir. Gesucht ist (z,A) € CM x €, z # 0 mit

Ax = \Buz.

A heifit Eigenwert, x zugehoriger Eigenvektor; S(A, B) bezeichnet die Menge aller
Eigenwerte der Matrizenschar A — AB,\ € @

Fir die symmetrische verallgemeinerte EWA, d.h. es ist
A symmetrisch und B symmetrisch und positiv definit;
gilt

(5.3.4) Satz
Sei A symmetrisch, B symmetrisch und positiv definit, und B = A@Lt die Cholesky—Zerlegung
von B. Dann ist A = L=YA(L~!)! symmetrisch und S(A4, B) = S(A).
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Beweis:

Az = ABx <= Az = \LL'z < L 'Az = \L'z <= L 'A(L)) 'y = Ay mit y = L'z .

Wendet man die Vektoriteration auf die Matrix A aus (5.3.4) an,

S T
oAl

bl

so mufl man — zusétzlich zur Matrix—Vektor-Multiplikation mit A — (nur) zwei Dreiecks—Gleichungssysteme
16sen pro Iterationsschritt:

.AZ gneu

HyneuH

L'z = Yait > Llneuw = y  Yneu =
Die Ubertragung des Q R—Verfahrens fiir AB~! auf die Matrizenschar A — AB, ohne die Matrix
AB™! zu bilden, ist gerade das sog. QZ Verfahren .

Ich verweise auf GOLUB, G.H., van LOAN, Ch.F.: Matrix Computations. Johns Hopkins
Univ. Pr., versch. Auflagen seit 1983, ISBN 0-8018-3011-7 Pbk. oder BUNSE, W., BUNSE-
GERSTNER, A.: Numerische Lineare Algebra. Teubner 1985, ISBN 3-519-02067-X.

In der Simulation des 'Konstanzer Wasserwunders’ (s. Wittum, G.: Mehrgitterverfahren. Spek-
trum der Wissenschaften, April 1990, S. 78-90), egibt sich fiir die Ndherung der 10. Eigenfunktion
von —A eine Schwingungsdauer der zugehorigen stehenden Welle von ca. 12 Minuten, was dem
Eintrag des Stadtschreibers ,,... und das Wasser ist an— und abgelaufen vier— bis fiinfmal in der
Stund ...“ recht gut entspricht.



Teil 111

Optimierung im IR"

71



72

Literatur zu Optimierungsaufgaben

Aus der ’riesigen’ Auswahl von Lehrbiichern und Monographien nur eine ganz kleine, persénlich
gefiarbte Auswahl

eher theoretisch:

Bertsekas, Dimitri P.: Constrained optimization and Lagrange multiplier methods. Academic
Press 1982 ; Computer science and applied mathematics.
ISBN-Nr.: 0-12-093480-9;

Ciarlet, Philippe G.: Introduction a I’analyse numerique matricielle et a 'optimisation. Masson
1982 ; Collection mathematiques appliquees pour la maitrise.
ISBN-Nr.: 2-226-68893-1.

Luenberger, David G.: Linear and nonlinear programming. 2. ed.; Addison-Wesley 1984,
ISBN-Nr.: 0-201-15794-2.

mehr numerisch:

Boyd, Stephen; Vandenberghe,Lieven: Convex Optimization. Cambridge Univ. Press 2004,
65.00 US $, ISBN-Nr.: 0521833787 2004.
elektronische Version kostenlos bei http://www.stanford.edu/ boyd/cvxbook.html

Dennis, John E.; Schnabel, Robert B.: Numerical methods for unconstrained optimization and
nonlinear equations. Prentice-Hall 1983 ; Prentice-Hall series in computational mathema-
tics, ISBN-Nr.: 0-13-627216-9.

Spellucci, Peter: Numerische Verfahren der nichtlinearen Optimierung. Birkhiuser 1993 ;
ISBN-Nr.: 3-7643-2854-1.

Werner, Jochen: Numerische Mathematik 2. Eigenwertaufgaben, lineare Optimierungsaufgaben.
Vieweg ; Vieweg Studium : Aufbaukurs Mathematik Vol. ...
ISBN-Nr.: 3-528-07233-4.



Kapitel 6

Uneingeschrinkte Minimierung

6.1 Abstiegsmethoden

(6.1.1) Allgemeines Minimierungsproblem
Gegeben sei f : D C R® — IR mit D # (. Gesucht ist eine Minimumstelle
z* € arginf f(D) ,d.h. z* € D mit f(z*) = infyep f(z), also

f(z*) < f(z) Vz € D. O

Héufig ist D = IR™. Man spricht dann von uneingeschrinkter Minimierung. Zusitzliche Neben-
bedingungen an die zulissigen Punkte {x} koénnen in Gleichungs- oder /und Ungleichungsform
gestellt werden: Sei G C IR” offen und ¢ : G — IR™,h : G — IR, dann ist

D:={z€G:g(z) <0, h(z) =0},
wobei das <’ hier komponentenweise zu verstehen ist.

Existenz von inf f(D) (d.h. f nach unten beschrinkt) und einer Minimumstelle z* werden
vorausgesetzt.

Bemerkung
(a) f:IR"™ — IR differenzierbar, dann gilt:
z* € arginf f(IR") = Vf(z*) =0, d.h. z* stationdrer Punkt.
(b) f:R™ — IR richtungsdifferenzierbar, dann gilt:
z* € arginf f(IR") = f'(¢*,d) >0, d € R" , d.h. z* sog. statischer Punkt.

(6.1.2) Prinzipieller Abstiegsalgorithmus  (f richtungsdifferenzierbar; keine Nebenbe-
dingungen)

Gegeben: f : IR® — IR richtungsdifferenzierbar.

Gesucht: statischer Punkt z* ( als Ersatz fir *z* € arginf f(IR")’).

(0) Bestimme Ausgangsniherung z, € IR" fiir z*

(1) Optimalitétstest: f'(z4,d) é 0 VdeR"
Falls x, kein statischer Punkt ist, fithre die folgenden Schritte aus:
(2) Bestimme eine Abstiegsrichtung s # 0 mit f'(z,,s) <0
(3) Bestimme z,, € arginf f([z,, T, + s >) nichstgelegen zu z,
(4) Wiederhole (1) mit z4 := z,.

73
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O

Im Schritt (3) ist dabei [z4,z, + s >= {Ia +is:t> O} der Halbstrahl ausgehend von z, in
Richtung s.

(6.1.2’) Bemerkung
(a) feCl'= fl(z,d) =< Vf(z),d >;

(b) f € C!, dannist die Richtung des ’steilsten Abstiegs’ s* € arg min {f'(z4,d) : ||d||2 = 1}
gerade
st = = V@) /IIVF(@)l2

(c) Schritt (3) in (6.1.2) heifit ’eindimensionale Minimierung’ oder ’exakte Suche’;

(d) Es gibt verschiedene Strategien fiir eine 'ndherungsweise Minimierung’ oder ’inexakte Su-

che’ derart, dafl auch dann Konvergenz gegen einen statischen Punkt eintritt. -

Das naheliegendste Abstiegsverfahren ist das

(6.1.3) Verfahren des steilsten Abstiegs  (oder auch ’Gradientenverfahren’)
Sei f : IR® — IR aus C'. Dann setze in (6.1.2) in

Schritt (1): Vf(z,) L 0;
Schritt (2): s:= =V f(z,);
Schritt (3): ¢* > 0 minimal mit < Vf(z, + t*s),s >= 0. O

Daf die Strategie, 'lokal den bestmoglichen Abstieg zu realisieren’, sich in der Gesamtstrategie
als 'zu kurz gesprungen’ erweist, siecht man an quadratischen Zielfunktionen. Dazu

(6.1.4) Typische Testfunktionen  (fiir Minimierungsalgorithmen)
Sei f:G CIR"” =R, G offen, eine C?-Funktion und sei C C G konvex. Dann gilt:
(a) Ist f"(z) = Hy(x) positiv semidefinit fiir alle z € C, so ist f konvex in C.

(b) Ist f”(z) gleichmiBig positiv definit in C' mit der Positivitits—Konstanten ¢ > 0, so ist f
mit dieser Konstanten gleichmiflig konvex! in C, d.h. es gilt
flz+d) > f(z)+Vf(z)ld+c<dd> , z,z+deC.

(¢c) Ist C offen, so gilt in den beiden vorigen Aussagen auch die Umkehrung.
(d) Eine quadratische Funktion q(z) = co+c'z+ %xth mit symmetrischem @ ist gleichmiBig

konvex bzw. konvex, wenn () positiv definit bzw. positiv semidefinit ist. -

Dies sind alles ’gutartige’ Testfunktionen. Fiir Klassen von ’schwierigen’ Testfunktionen s. z.B.
die website http://plato.la.asu.edu/topics/testcases.html.

Bemerkung
Fiir gleichméBig konvexes f ist jeder stationdre Punkt (eindeutiger) Minimumpunkt.

! f ist nach Definition gleichmiflig konvex in C, wenn (1 —t)f(z) +tf(y) > f((1 — t)z + ty) + ct(1 —t)||lz — Y22
fiir z,y € C. Obige Bedingung ist dquivalent hierzu.
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Verhalten des Gradientenverfahrens fiir ¢(z) = %actQ:c = %(ale + 93622) fiir Tsgare = [9,1]°%.

Bezeichnet man die vom Gradientenverfahren erzeugte Folge mit zy , grx = Vq(zk), so gilt
Tpt1 = T — 0k gk Mit ap =< gg, gk > / < gk, Qgx >. Man rechnet nach, da8

T = 08k[9’ (_l)k]t ; gk = Qzp = 0'8k[979(_1)k]t y < Gk, Gk >= 0.8 (92 + 92) )

< gk, Qgr >= 0.8 (92 +9%) | ap =< g, g > / < gk, Qg >=2/10 .

Abbildung 6.1: steilster Abstieg '+’ im Vergleich zu konjugierten Gradienten ’o’

Dieses Zick—Zack—Verhalten des Gradientenverfahrens hat eine sehr langsame Konvergenz gegen
den Minimumpunkt z* = [0, 0]* zur Folge.
Beim Gradienten—Verfahren fiir quadratische Funktionen wird die Genauigkeit pro Iterations-

condy(Q)) — 1 verbessert. Es ist aber p << 1 nur fiir conds(Q)

schritt um den Faktor u := conda(Q) +1

nahe bei 1.

Ein Grund fiir die langsame Konvergenz ist die Tatsache, daBl das Gradientenverfahren iiber-
haupt nicht die bereits durchlaufenen Richtungen — und damit ein wenig die Kriimmung — mit
beriicksichtigt. Dies geschieht beim Verfahren der konjugierten Richtungen. Dabei sind aufein-
ander folgende Abstiegsrichtugen QQ—konjugiert, d.h. es gilt

< Sneus @ Sait > = 0.

Im folgenden Algorithmus kiirze ich Vf durch g ab als Bezeichnung fiir den Gradienten, und
n = neu und a := alt

Ta = ZTglt ; Tn ‘= Tneu g(a:) = Vf(.’l?) y Ga = Vf(malt) y 9n = Vf(~77neu) -
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Das Verfahren der konjugierten Richtungen oder ’konjugierten Gradienten’ wird abkiirzend als
cg—Verfahren bezeichnet.

(6.1.5) cg —Verfahren
Gegeben : Q € R™"™ symmetrisch, positiv definit, ¢ € IR™ .

Gesucht: £ € R®™ mit Q z* + ¢ = 0; bzw.

z* = arg min g(z) , wobei g¢(z)= %th:z; +ctx.
Bestimme eine Startndherung z, ( gewohnlich z, =0 ) , und berechne
(1) gu == Qzatc (90 =Va(za) )
Sa = —a;
9 7
Solange go # 0 (i.e. gi'ga = llgall2” > 0), bestimme neue Niherung z, durch
(2) a = (94'94)/(84'Qss)  (theoretisch: a = —(ga's4)/(54'Qs4a) )
(3) T, = T, + «sg
(4) gn = ga + aQsq ( theoretisch : gn = grad q(xy) )
(5) B = (gnt gn)/(gat 9a)  (theoretisch: B := (gnt Qsa)/(sat Qsa) )
(6) Sp =  —gn + Bsa;
(xaagaasa) = (‘(I"ﬂagnasn) °
andernfalls ist z* := z, Losung von Qz + ¢ = 0. 0O

(6.1.6) Bemerkung
In Algorithmus (6.1.5) gilt

(a) die Wahl von « ergibt sich aus der Bedingung ¢(z, + as,) = gniﬁl q(xq + tsg) , der ’eindi-
€
mensionalen Minimierung’;

(b) die Wahl von 3 in s, = —g, + 3s, ergibt sich aus der Bedingung s,'Qs, = 0, da s,
und s, also 'Q-konjugiert’ sind.

Beweis:

(a) Mit ¢(t) := g(zq + ts,) gilt notwendig (und hier auch hinreichend)

0= (p'(t)‘t:a =< grad q(z, + tsa)‘t:a,sa >=< g(zq + aSg), 84 >=< ga, Sa > + < QSg, 84 > -

(b) Fiir s, = —gn + B3, gilt

<8p,Q8,> =0 < B = <gnaQ3a>/<5aaQSa>

Ubung: Man verifiziere die in (6.1.5) (2), (4) und (5) tatséchlich verwendeten GroBen.

Seien die von der iterativen Anwendung des cg —Verfahrens erzeugten Gréflen entsprechend mit
{zo, 1, %2,...} , {90,91,52,...} und {so,s1,S2,...} . Dann gelten die folgenden
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(6.1.7) Eigenschaften des cg —Verfahrens
Fiir alle g # 0 gilt

(a) gx L span({so, ---,Sk—1}) ,

(b) silQs; = 0,0<i<k-—1;

(c) span({g0,91,--- 9k }) = span({go, Qgo, Q*go, -, Q¥ g0});

(d) span({so,sl, ...,sk}) = span({gO,ng,QQgO, ..,ngo}).
span({go,ng, Q?go, }) ist der sog. Krylovraum von Q zu gg.

Beweis:

Wir zeigen (a) — (d) gleichzeitig durch Induktion.

k = 0 ist klar wegen sy = —go in (d).

k~> k4 1: sei gg+1 # 0.

(a) gk+1'sk = 0 nach (6.1.6)(a) ;
fiir 4 <k—1 gilt

gri1'si = (gr + on@sp)'si = gi'si +arsk'Qsi = 0
nach Induktionsvoraussetzung (a) und (b).

(b) Sk+1'Qsk = —gr+1'Qsk + PBrsk'Qsk = 0 nach (6.1.6)(b) ;

fiir 4 < k — 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung (b)
sk41'@si = (—gky1 + Brs)'@si = —gri1'Qsi;

Unter zweimaliger Anwendung der Induktionsvoraussetzung (d) folgt firs <k —1
Qsi € span({QQ7gy : 0 <j <k —1}) C span({so, -, 51})

und damit sz 1’Qs; = 0 nach der fiir k + 1 bereits gezeigten Aussage (a).

(¢) gr+1 = Qrrr1+c= Qu+ apQsk+ ¢ = g+ axQsg. Also gilt nach Induktionsvorausset-
zung (c) und (d) gr1 € span({Q7go : 0 <j <k}) + span({QQigo : 0<j <k}).
Damit gilt

span({go, g1, .-, gk+1}) C span({@7go : 0 < j < k+1}).
Aus der Annahme, dafi die beiden Mengen nicht gleich sind, folgt aus Dimensions-
griinden, daf}

gk+1 € span({go,g1, "'agk}) = span({so, 81y -0 Sk})-
Da (a) fiir k+1 bereits gezeigt wurde, folgt g1 = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

(d)  sk+1 = —gr+1 + Brsk ist nach (c) linear unabhéngig von {sq, ..., sy }. Wieder aus Dimen-
sionsgriinden gilt damit in span({so,s1, ...,sk+1}) C span({ng() :0<j<k+ 1}) die
Gleichheit.

O

Theoretisch bricht das cg—Verfahren fiir quadratische Funktionen wegen (6.1.7) (a) nach hochstens

n Schritten ab im Gegensatz zum Gradientenverfahren.

Die Verbesserung pro Iterationsschritt wird bestimmt durch v :=1— \/%() Auch hier ist
condy

vk << p* des Konvergenzfaktors p des Gradientenverfahrens. Daher kann man versuchen,

das Ausgangsproblem besser zu konditionieren.
FEine Zielsetzung einer Vorkonditionierung ist daher condy(Q) klein !

FEine weitere wiinschenswerte Situation ist dim({kastmt : ke INO}) klein !

Diese wiinschenswerten Situationen kann man durch eine Vorkonditionierung zu erreichen ver-
suchen.
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(6.1.8) cg-Verfahren mit Vorkonditionierung
Gegeben : Q@ € R™"™ , ¢ € IR" wie in (6.1.5);

Gesucht: z* € IR™ mit Q z* + ¢ = 0; bzw.

z* = arg ming(z) , wobei q(z)= 1

5 z'Qz + ctx .

Bekannt : Vorkonditionierungsmatriz C € IR™™ von der Form C = H H! mit
H € IR™™ nichtsingulir (z.B. C = LL? eine niherungsweise Cholesky—
Zerlegung von @) ;
wiinschenswert : condy(C71Q) << condy(Q) oder rang(C — Q) klein .

Bestimme eine Startndherung z, ( gewohnlich z, =0 ) , und berechne

(1) 9o = Qze+c ( 9o = grad q(z,) )
(1" C 2y =9a (lin. Gl. syst. fiir zg )
Sq = —Z
?
Solange ga # 0 (i.e. ga'ga = ||gall2> > 0), bestimme neue Niherung z,, durch
(2) «a = (gatza)/(satha)
(3) Tn = T, + as,
(4) 9n = ga + aQsq
(4" Czn = gn (lin. GI. syst. fur z, )
(5) B = (gntzn)/(gatza)
(6) Sn = —2n + B sa
(Za19a:2a) = (Tn,Gn,2n) -
andernfalls ist z* := z, Losung.

O

Die hier betrachtete Vorkonditionierung heiit auf Grund der Form C' = H H* vom 'unvollstindi-
gen Cholesky-Typ’.

Sei C = HH! , Q := H-'QH™' , ¢ = H 'c . Die GroBen des gewdhnlichen cg-
Verfahrens zur Losung von @z +¢ =0 seien Z,, g, , dq - Dann ergeben sich fiir die
Groflen

o =H T, |, Sa:=H %, , 2,:=C1gq, 2zp:=C"lg,,
obige Formeln. Dabei ist _

9o = grad q(z,) mit ¢(z) = %.’EtQZE—l-CtLE, und g, = grad q( T, ), mit ¢(z) = %5’:@5—1—515.
Es gilt

Hl'gradq( H'Z) = gradq( 7).

(6.1.9) Beispiel
Fiir

— N
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ist eine Vorkonditionierungsmatrix C' der Form C = HH'® gegeben durch eine Fast—Cholesky—
Zerlegung von @) mit

F 1 -
11
1 1

1 1

In diesem ’akademischen’ Beispiel gilt rang(C — Q) = 1, wie man sofort sehen kann. Damit
konvergiert das vorkonditionierte cg—Verfahren in hichstens zwei Schritten unabhéngig von der
Grole n der Matrix @ € IR™"™ (was man sich natiirlich noch genauer iiberlegen miisste, vgl
Aufgabe 10.2).

6.2 Quasi—-Newton—Verfahren

Grundlage ist wieder die notwendige Bedingung V f(z*) =0 .
(6.2.1) Newton—Idee im Rahmen der Minimierung

Sei f € C*(RM).

(0) Bestimme Startndherung z, € R" fiir z*.

(1) Optimalititstest: Vf(zq) = 0

Falls x, kein stationdrer Punkt ist, fithre die folgenden Schritte aus:
(2) flza+Az) = flza) + f'(za) Az + %f”(ava)sz

= f(zq) + Vf(za)' Az + %Athf(xG)A:c ; Hy(z) = [(fjg—afw](z)} .

(3) bestimme Az € arg min f(z,+Az) ; Zp:=1x,+ Az .
AzelR™

(4) Wiederhole (1) mit z4 := zy,.

Andernfalls ist 2* := z, stationdrer Punkt. -

Den Zusammenhang mit der Nullstellensuche des klassischen Newtonverfahrens und die Durchfiihr-
barkeit von Algorithmus (6.2.1) unter geeigneten Voraussetzungen zeigt

(6.2.2) Bemerkung
Fiir gleichmissig konvexes f ist (6.2.1) durchfithrbar. Die Iterierten stimmen mit denen aus der
Newtoniteration

Tn : Vf(zed) + Hp(ze)(xn —z4) = 0

zur Bestimmung einer Nullstelle von V f iiberein. Damit ist die Durchfithrbarkeit und lokal
quadratische Konvergenz von Algorithmus (6.2.1) gesichert.
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Beweis:
In (6.2.1) ist nach Voraussetzung f~ gleichmissig konvex; damit erfiillt Az die notwendige Be-

dingung f'(z, + Az) = 0.

0 = Vi@a+Az) =  Hi(z)Az+ Vf(za) = 0.
Od

Die Nachteile des Newtonverfahrens — Verwendung 2. Ableitungen und ’nur sehr lokale Konver-
genz’ — werden verbessert durch

—  Abstiegsrichtungen der Broydenklasse
eindimensionale Suche.

Damit erhilt man

(6.2.3) Quasi-Newton—Schritt  (prinzipiell)
Sei f : R™ — IR differenzierbar mit lipschitzstetiger Ableitung (und g(z) := V f(z) verfiigbar).

(0) Bestimme Startndherung z, € IR" fiir *, berechne g, = V f(z,), und bestimme B, € IR™*"
positiv definit und symmetrisch, z.B. B, = Hy(z,) oder B, = E.

(1) Optimalititstest: g, 20

Falls x, kein stationdrer Punkt ist, fithre die folgenden Schritte aus:

(2) bestimme s, mit Bys, = — g,

(3) bestimme Schrittweite t, > 0 durch (in-)exakte Suche

(4) berechne z,, := x4+ t48, und g, = Vf(z,)

(5) berechne B, € R™ "™ symmetrisch und positiv definit nach einer Aufdatierungs-Formel

(SayaB) |—)B+(S,y,B),
B, = By(Sa;Ya, Ba) mit  $4:=Zp — 2o und Yo :=gn —Ga -

Wiederhole (1) mit (%4, 94, Ba) = (Zn,9n,Bn)-

Eigenschaften ’guter’ Aufdatierungsformeln:
(6.2.4) (*) Quasi—Newton-Gleichung Bys, = Y, -
(6.2.4) Bemerkung (Motivation fiir die Quasi-Newton-Gleichung)

(a) Fiir quadratisches f, f(z) = co + c'z + 2'Qz mit symmetrischem Q, erfiillt H(z,) die
Quasi-Newton—-Gleichung.

(b) Sei B symmetrisch und positiv definit und erfiille die Quasi-Newton-Gleichung. Dann
erfiillt die neue Modellierung f,, von f,

Fal) = Fa) + Vi (@n)(e — a) + (=~ 0)' By (= — )
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die Interpolationsbedingungen

Fazn) = flzn) o Vialza) = V(@) , Via(za) = Vf(za)

(¢) Nit den Bezeichnungen von (6.2.3)(5) gilt: Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines B, mit den Eigenschaften wie in (b) — ndmlich B, symmetrisch, positiv definit und
Bis, = y, mit s, # 0 (dies ist gerade der 'Nicht—Abbruch-Fall’) — ist

yatsa > 0.

(a) f(z) =q(a)=co+ o+ 32'Qr = Vf(z)=c+Qz = Hy(z)=Q.
Vf(.’En) - Vf(:ca) = Q(-Tn - -Ta) = Hf(‘rn)sa .

(b) an(z) z =gn + B-I-(z - l‘n)|wa =09n — B+Sa = gn — Ya = Ga -

a

<
IS
Il

(c) 0 < s.'Bysq = s4'yq nach der Quasi-Newton-Gleichung,.
O

Die Aufdatierungsformel ist die von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno 1970 unabhingig
gefundene BFGS— Aufdatieungsformel

BsstB  yyt
B,(s,y,B) = B— —+ = .
+(s,y,B) ' Bs s

B entsteht aus B also durch eine additive Rang 2 — Modifikation.

(6.2.5) Eigenschaften der BFGS—Formel

(a) By(s,y,B)s=y.

(b) B symmetrisch = B, symmetrisch .

(c) B symmetrisch, positiv definit , 4*s > 0 = B, symmetrisch, positiv definit .
Beweis:

(a) und (b) sind klar. Den Nachweis von (c) fithren wir ’algorithmisch’, so daf} sich dabei
auch gleich eine ’billige’ Updating—Prozedur fiir die Cholesky—Zerlegung von B, ergibt, vgl.
(6.2.6).

Sei B = LL! mit L;j; > 0,1 < i < n, die Cholesky-Zerlegung von B. Setze

t 1/2 — L t
w::(ys) Lts | gy = L 4 YZLWw

s'Bs whw

Dann ist J; nach dem folgenden Hilfssatz (6.2.5°) nichtsingulir, und es gilt
J+J_|_t = B+(S,’y,B) ; denn:

(L+@%W)(Lt+mw%w)t)=

1

(w'w) ?

LL' + ﬁ [(y — Lw)(Lw)* + Lw(y — Lw)t] +

i (y — Lw)w'w(y — Lw)t =
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1
B + —— [(y — Lw)(Lw +y — Lw)" 4+ Lw(y — Lw)t] =
w'w
1
B + —— [yyt - Lw(Lw)t] = Bi(s,y,B) ,denn
w'w
y's
wlw = 7 s'LL's = y's wegen LL'=B,
s'Bs
und
1 t Bss'B
Lw(Lw) [ — Y2 ptp / ys g, — BB
w'w s'Bs s'Bs s'Bs
<
Die positive Definitheit von B, (s,y, B) folgt aus der Nichtsingularitit von J,.
O

(6.2.5%) Hilfssatz
Sei A € R™ ™ nichtsingulir. Dann ist A + uv® nichtsingulir, falls o := 1 +v'A~tu # 0 ist.

Beweis:

Sei B:= A+ uv'. Nach Voraussetzung existiert die Matrix B~ := A~! — %A_lu'utA_1 .
Durch Ausmultiplizieren erhéilt man BB = E ,dh. B- = B!,
O

(6.2.6) Bemerkung

Sei B = R'R, R obere Dreiecksmatrix, und By = (R + uv®)!(R + uv?). Mit (n — 1) geeigneten
Jacobi-Rotationen Jj_; j in der span({ex_1, ex })-Ebene zur Annulierung des aktuellen uy, erhélt
man Jy g % ... ¥ Jp_1,5 % (R4 uvt) = Ry mit einer oberen Hessenbergmatrix Ry. Weitere (n — 1)
geeignete Jacobi-Rotationen ergeben

Jn—1n * ... * Jig * Rg = Ry mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Der benétigte Aufwand ist

n
O(n™). -
Die positive Definitheit von B, impliziert offensichtlich, da s, in (6.2.3)(2) Abstiegsrichtung
ist. Wird in (6.2.3)(5) B, nach der BFGS-Formel berechnet, so ist nach (6.2.5)(c) B, wieder
positiv definit — und damit s,, wieder Abstiegsrichtung —, falls y,’s, > 0 gilt. Dies ist aber,
wie man sich leicht iiberlegt, bei einer (geniigend) exakten Suche fiir die Schrittweite t, in
(6.2.3)(3) sicher erfiillt.

Insgesamt erhélt man mit der BFGS-Formel also ein immer durchfithrbares Quasi-Newton—
Verfahren. Die lokale Konvergenzordnung ist superlinear, wie man — allerdings viel aufwéindiger
— ebenfalls zeigen kann.



Kapitel 7

Optimierung unter
Nebenbedingungen

7.1 Lineare Optimierung; Simplex-Verfahren

Es gibt mehrere Standardaufgabenstellungen, die ineinander iiberfithrbar oder dquivalent sind.
Ich verwende die folgenden

Bezeichnungen
Firy, z€e R" ist y>z,falls y; >z, 1 <i<n.
Ay
Fir A € R™*™ ist A;. = [Azl Ao .. Azn] € R und A.j = S RmXI,

und betrachte die folgende Standardaufgabenstellung:

(7.1.1) Lineare Optimierungsaufgabe
Gegeben sei c€ R",A € R™*"™ 'm <n,be IR™ . Gesucht wird
* € arg min{ct:v|:1:€ R" : Az =10, 1320} , d.h.
z* € R" : Az* = b,z* > 0, so, daB fiir z € R" : Az = b,z > 0, gilt: clz* < clx.

Die Nebenbedingungen

Az =b heiflen ’Gleichungsnebenbedingungen’
z >0 sind ’Vorzeichenbedingungen’, also spezielle ’Ungleichungsnebenbedingungen’.

z heilt zuldssig , wenn z die Nebenbedingungen Az =b, z > 0 erfiillt.
Die Nebenbedingungen bewirken i.a., daf} die
lineare Zielfunktion x — c'z nach unten beschrinkt
ist, und damit ein Minimum ezistiert.
(7.1.2) Beispiel  (kleines Rechenbeispiel: n =5, m = 2;)

Minimiere (die Zielfunktion)
3z1 + 29+ 923 + 24

83
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unter den Nebenbedingungen z; >0, 1 <7 <5, und

1 +x2 +2x3 = 4,
—T2 +z3 +x4 —2x5 = 2.
Bemerkung =
(a) Die Nebenbedingungen z; >0, 1 <i <4, und
r1 +xo +2x3 = 4,
D) +x3 +x4 > 2.
sind (unter Verwendung von z5 := —zo+xz3+z4—2 > 0, sog. ’kiinstliche’ oder ’Schlupf’variablen)
dquivalent zu den Nebenbedingungen z; >0, 1 <7 <5, und
T1 +xo +2x3 = 4,
—T9 +z3 +zx4 —x5 = 2.
(b) Analog kann man die Gleichung A;. z = b; auflosen in zwei Ungleichungen
A,z <b; , —-A;.xz<—b;.
(c) o
y; beliebig € R <= yi = (vi)+ — (vi)- , (¥i)+, (%:)- =0
|

(7.1.3) Kostenoptimale Herstellung  ( von m Giitern in n Fabriken )

unter folgenden Modellannahmen:

— die j-te Fabrik erzeugt beim Aktivitétslevel z; > 0 das z;-fache von A;;, der ’Erzeugung pro
Einheits-Aktivitit’ des i-ten Produkts in der Fabrik j;

— die 'Kosten pro Einheitsaktivitéit’ der j-ten Fabrik betragen cj;

— Die geforderte Menge des i-ten Produkts ist b;;

— Kosten und Erzeugung sind proprtional zum Aktivititslevel.

Also ergibt sich folgende Aufgabe:

n n
:C:[xj]lsjsnE]Rn,.’BZO; ZAijflij:bi,lSiSm; ZCjiL‘j — min !
j=1 j=1 O

Die Rolle, die das Gaufiche Eliminationsverfahren bei linearen Gleichungssystemen spielt, hat
das Simplezverfahren von G. Dantzig (1947/48) in der linearen Optimierung.

Anschaulich: Simplexverfahren ist iterativer Abstieg von Ecke zu Ecke ldngs Kanten eines Poly-
eders unter Verminderung des Zielfunktionswertes. Wie man zeigen kann, wird der Minimalwert

— wenn er existiert — auch in einer Ecke angenommen.
O

Generelle Voraussetzung ist

(7.1.4)(1)) Az=0b; Ae R™" , rang(A)=m < n.
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/f{xmnb}

Ecke=Basislsy.

steilster Anstieg von f(x) = ct x:

gadf=+c
T {X:Ax=b,x>=0}

N

t
Hyperebene{ x: ¢ x=o0}

P U

\
‘\_/_\
\
\

'\ aktuelle Ecke

Abstiegsrichtung

- c steilster Abstieg

neue Ecke

Abbildung 7.1: Simplexaustauschschritt

(7.1.4) Definition  (Basislosung/Ecke)
z € IR™ heiBt Basislosung oder Ecke fiir Problem (7.1.1) unter der Voraussetzung (7.1.4)(i),
wenn es eine Permutation o € S, gibt, so daf} gilt:

Az=b , 20 ; z,3y3=0m+1<:<n; und
[ Ao ‘ A 5(2) ‘ ) ] € R™™ nichtsingulir . o
To(1)s To(2)s - - - » To(m) heiben Basisvariablen, zy;,m+1 <17 <n heillen Nichtbasis-Variablen

(beziiglich der betrachteten Permutation o).

Eine Ecke x von M ist eigentlich geometrisch definiert durch die Bedingung, dal z nicht im
relativen Inneren irgendeiner Strecke von M liegen kann. Formal nach Definition (7.1.4) ist eine
Ecke z festgelegt durch die Auswahl der m linear unabhingigen Spalten A.; (). .. A.;(m) von
A, d.h. durch die Permutation o. Bei gegebenem o ordne ich zur Vereinfachung der Notation —
unter Unterdriickung der Abhéngigkeit von o — alle Gréflen so, dafl die Basis-Variablen an den
Stellen 1,2,...m stehen:

(7.1.5) Notation  (bei gegebener Permutation o)
AP, = [ B \ N ] mit B =[By|-+---- 1Bun] = [A.oqq)| -+ |A. gmy ] und

N =[Nyl [Nn] = [A-a(m+1)| T |A-U(n)] :
Analog ist
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YB

und allgemein fiir y € R" 9 P, =: [ yg! ‘ yn' ] bzw. P,'y=: .
YN O
Damit kann man alle Gréflen sehr kompakt in den entsprechend der jeweiligen Permutation
partitionierten Variablen schreiben, etwa:

n
YmB
Ay:zya(j)A-a(j) :A(Papat)y: [ B N ] = Byp + Nyn , und

J=1 _ 'E YN
- n
- (P (P = ¢ ‘ Ys | _ 4 t
'y = coiyboy) = ('Po)W'Ps) = | cpt ey =cB'YyB +eN'YN -
Jj=1 YN

(7.1.6) Simplex-Verfahren (sog. revidierte Form)
Gegeben: A € R™"™ 'm<n,rang(d)=m;b e R™ ;c € R" .

Gesucht: z* € R" : z* € arg min{c'z|z € R" : Az=b,2>0} .

(1) Vorbereitungsschritt: Bestimmung einer (Start—) Basislosung z mit zugehérigem P, .

(2) Optimalitdtstest: Gegeben Basislosung z , so dafl mit zugehorigem P,

Bas—bi son, ”ﬂ; e P

Falls ry = [rN(,(k) |m+1<k<n] == ey— N!'B~lcp > 0, ist
T Top) =2p(i), 1 <i<m, 2,3 =0, m+1<i<n, eine Losung z*;

sonst bestimme Abstiegsstrahl z = ZT:1 Zo(j)€a(j) T € €o@s) * Az =10, ¢ >0, wobei
i € arg min {TNU(k) | ke{m+1,..,n} };
(3) Beschrinktheitstest: Falls v := B7'N.; < 0, dann

inf {cly | Ay=5b, y >0} = —oo; d.h. das Problem hat keine Ldsung ;
anderenfalls bestimme neue Basislosung durch

Jj € arg min {% | ke {l,..,m} : Uk>0};
Falls min {% | ke {l,..,m} : vg >O} = 0, ist = sog.’entartete’ Basis-
l6sung und erfordertSpezialbehandlung vgl. (7.1.11).

Falls min {% | ke {l,..,m} : vk>0} > 0, dann
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(4) Austausch: von A.,) durch A.,; , bzw. Ersetzung der aktuellen Basisvariablen
To(;) durch die neue Basisvariable z,; d.h. mit (i j)(i) == 37, (i j)(j) =4, und

(2 7)(k) := k sonst, gilt

or = 0o (ij).
Bem.: Zur Aufdatierung einer Faktorisierung von B zu einer Faktorisierung von B,

ist es giinstiger, zuerst durch zyklische Vertauschung die j-te Spalte von B als letzte
Spalte zu haben, d.h.

op = co(im)o(m—1lm)o-- (j+1j+2) 0 (jj+1).

(6) Bestimmung der zu P,,_ gehorigen neuen Basislosung:

By = [ Ayqy - ‘ A. g(j-1) ‘ A. o) ‘ Alo(j+1) ‘ - Ag(m) ] ;
B,71b
B+_’EB+ :b; $+ZP0.+ T

Mit (P,,B,z):=(FP, , By, ry) wiederhole die Schritte (1) — (4) . .

Einige Bemerkungen zu den einzelnen Schritten dieses Algorithmus.

Bemerkung (zu Schritt (0))
Aquivalent zu Nebenbedingungen der Form

Ay < b,y > 0;

sind mit z; :=b; — > . A;; y;, 1 <4 <m die Nebenbedingungen
7<) JI

t
Ay+Z:b,|:yt zt]ZO.
t

Gilt b > 0, so ist [ 0t ‘ bt ] =: x > 0 eine (zuldssige) Startbasislosung fir das
Simplexverfahren mit Gleichheitsnebenbedingungen, d.h. mit o(j) =n+7j, 1 <j <m,

o(m+1i) =1, 1 <i<n, liefert o eine zuléssige Basislosung. 0
Im allgemeinen Fall fiihrt eine &hnliche Methode der ’kiinstlichen’ (= zusdtzlichen) Variablen zu
dem Ziel eine Startbasislosung zu finden. Dazu beachte man, daf bei Gleichheitsnebenbedingungen

nach eventueller Multiplikation der i—ten Gleichung mit —1 vorausgesetzt werden darf, daf
b > 0 gilt:

ZAijyj = bz,bz < 0 Z—Aijy]’ = —bi,(—bi) > 0.
; -

J

(7.1.7) Bemerkung  ( zu Schritt (0))
Mit A € R™"™ m<n,und b>0 sei

(i) Ay=>b,y>0;



KAPITEL 7. OPTIMIERUNG UNTER NEBENBEDINGUNGEN 88

und mit den zusétzlichen Variablen z € IR™ sei

m
(14)  minimiere Z z; unter den Nbd.’n Ay+z=b,y>0, 22>0.

Dann gilt =t

t
(a) Hat (7) zuldssige Punkte, so liefert jede optimale (Basis-)Losung [ & ‘ zt ] von (1)
— mit notwendigerweise z = 0 — einen zulissigen Punkt 7 von (z) . Trivial ist natiirlich
t
[ 0t ‘ bt ] eine Startbasislosung fiir (i7).
(b) Eventuell in B enthaltene Spalten von E, die zu Basisvariablen z; = 0 gehéren, muff man
nun noch gegen linear unabhéngige Spalten A.; mit y; = 0 tauschen, und erhélt eine (dann

allerdings entartete) Ecke der Ausgangsaufgabe (dieser Austausch versagt fiir rang(A) < m,
dann ’Zeilen streichen’).

(c) (7) hat keine zulissige (Basis-)Losung genau dann, wenn in (7i) gilt

m
min{Zzi | Ay—l—z:b,yZO,zZO} > 0.
=1

Bewels:

¢
(a) Sei y zulédssig in (i) = [ yt o ] ist trivialerweise optimal fur (i7) . Also gilt

m
min{Zzi | Ay-l—z:b,yZO,zZO} =0
i=1

t
Damit gilt fiir jede optimale (Basis-)Losung [ gt 7 ] von (i7), daBBz = 0 gilt. Damit ist

t
zuldssige (Basis-)Losung von (z). Wegen b >0 ist z:= [ 0ot ‘ bt ] (Start-)Basislosung fiir

die ’erweiterte’ Minimierungsaufgabe.

&

(c) z:= [ ot ot ]t ist Basislosung, d.h. die Menge der zulissigen Punkte fiir (i7) ist nichtleer.
Wegen
m
inf {d z | Ay+z=b,y>0,2>0} >0
i=1
ist die Zielfunktion beschrinkt. Damit liefert der Simplex-Algorithmus eine optimale Basislosung,
d.h. das Infimum wird angenommen. Wéire

min {ZzZ | Ay+2z=b,y>0,2>0} =0;
i=1

= jede zugehorige optimale Basislosung liefert in der ersten Blockkomponente einen

zuldssigen Punkt von (i) — im Widerspruch zur Voraussetzung. -
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Bemerkung
Die Losung des Optimierungsproblems (7.1.7)(i2) mit Hilfe des Simplexverfahrens heifit
Phase I zur Durchfithrung des Simplexverfahrensschrittes (7.1.6)(0) .

O
Analyse der restlichen Schritte durch Entwicklung von z um die aktuelle Ecke x mit
x
5:P'z=|"|;a3=B", AP, =B N|.
0
(7.1.8) Bemerkung
Analog zu obigen Bezeichnungen sei fiir z : Az = b mit gegebener Permutation o € S,
z c
Ptz = B , Ple= B
ZN CN
Dann gilt
clz = c'z + (ey — N'B leg)lazy.
Beweis:
b = Bzg+Nzy = zg=B'b—B 'Nzy ;
Eingesetzt in ctz =cptzp + entzn folgt
ctz = thB_lb —thB_lNzN +centay
S
= clz, dazy =0
=c'z + (ey — N'B7'cp)an.
O

Wegen zy > 0 ist also x optimal, falls ry = (exy — NtB_tcB) > 0 ist.
Betrachten wir jetzt im Nicht-Optimalitatsfall z(¢)y = (e, , ¢ >0, und

pie) = | "9 | mit ax0) = b
z({)n
—
b= Bz(()p+ Nz({)n = Bz({)p + (N.;
_—

z(Q)p = Q’I_Q—CB 'N.;
=B =
und nach (7.1.8)
c'2(¢) = 'z + (rnog)
mit
rv' = (exy — N'B7'ep)' | 2y = Ceq()-
Damit folgt
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(7.1.9) Hilfssatz
Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt

(zB)k
Uk

2(() >0 <= (¢ < fur alle k mit vy >0 .

O

(7.1.10) Folgerung
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen des Simplexverfahrens (7.1.6), und z({) wie oben,
gilt:

(a) 7y :=(cy — N'B tcg) > 0=z optimal
(b) v :=B7IN,; < 0 = z(¢) >0 fiir alle ¢ > 0.
() rv 2 0und v < 0 = inf {c'2|2<0,42=0b} = —c0.
(d) v £ 0 = By nichtsingulir.
() v £ 0 = 2z(() zuléssig fiir alle ( : 0 < { < (* := min{(acg)k/vk v >0 };
0 < {* = (zB);/v; nach Wahl von j;
(f) r~ 2 0,v £ 0,s0gilt c'z, < clz. Ist x nicht entartet, so gilt clz, < clz .
(@) =4 =2() .
Beweis:

(a) folgt aus (7.1.8), (b) und (e) aus (7.1.9).

<
(b) TN ;) <0
. f t < . f t S.:O. t . f ) O'(Z:) . .
(c) Az:lbn’ zzoc z < éIZlOC 2(¢) c'z + égo ¢ TNo(i) 00
<
(d)
B+ = [ B.1 ‘ B.jfl N.i B.j_|_1 ‘ B.m ]
= [B.l ‘ B.j_l‘BU‘B.j_H ‘ B.m]
= B [61‘... €j—1 v 6j+1‘... em] .
B ist nach Vor. nichtsinguldr; wegen v; > 0 ist auch[ er ... ‘ €j—1 ‘ v ‘ €j41 ‘ eee ey ]
nichtsingulér.
<
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Damit folgt (f), denn

cley = c'z(¢¥) 50 oty 4 C'rvei) < ctr | da TNo() <0 nach Wahl von i, und ¢* >0;

und
ctr, < c'z wegen (* > 0, wenn z nicht entartet ist .
O
Bemerkung
) PUPPPR
f— 1
B.Ilz [61 ...‘6]'_1"0 €j+1 ‘em] B_l
_ e _L i B—l
== 1 6]_1 . v €]+1 €m *
J
sog. Produktform der Inversen. -
Bemerkung
Fir ¢* := (zp)j/v; und j € arg min { (zB)k/vk | k€ {l,..,m}:v >0 } ist 2z(¢*)
zuldssig , und es gilt
(R2(¢), = 0, K€ ({m+1,um} U\ i} .

(7.1.11) Bemerkung
Falls min { % | ke {l,..,m} : v >0 } = 0, gilt nach der Austauschvorschrift (3)

in (7.1.6) ZTpey = =xay - Diese sog.’entartete’ Basislosung erfordert Spezialbehandlung: Man
muf} verhindern, daf§ der Algorithmus in einer Ecke kreist :

Austausch ’il’\»’iz; ig’\ﬁig; ’L'lfl’\’)il; Z'lvil!
O

Es gibt (konstruierte) Beispiele fiir das tatsédchliche Auftreten solcher Zyklen. Verhindern kann
man Zyklen z.B. durch

- Markieren bereits bearbeiteter Spaltenindizes, und modifizierte Bestimmung des Abstiegs-
strahls z =371 z,(jy€s(j) + C €5() * Az =0, ( >0, wobei

i € argmin {rnow) | k€ {m+1,..,n} , knoch nicht bearbeitet }; i bearbeitet .

- 'geschicktere’ Austauschregeln, z.B. die 'Regel von Bland’, vgl. Bland, R.G.: New finite
pivoting rules for the simplex method. Math. Oper. Res. 2, 103-107 (1977);

- sog. € — Storungen .
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(7.1.12) Folgerung

Gilt in Problem (7.1.1) inf {c!z | 2 > 0,A2 = b} > —oo , und treten bei der Durchfiihrung
des Simplexverfahrens keine entarteten Basislosungen auf, so bricht das Simplexverfahren mit
einer optimalen Basislésung ab.

Bewels:

Folgt aus (7.1.10)(f) , da es hichstens () Ecken gibt (m linear unabhingige Spalten aus n

oglichen).
moglichen) -

Dafl im ungiinstigsten Fall die arithmetische Komplexitit des Simplex—Verfahrens exponentiell
mit der Anzahl der Variablen wichst, zeigt das folgende Beispiel von Klee und Minty

(7.1.13) Beispiel
m

Minimiere — Y 10™*z; —> min! unter den Nebenbedingungen z > 0 und
i=1
-1 .
2( 30 1072;) + @5+ Ty = 10071, 1< <m.
j=1
Ausgehend von der Ecke zy = [z1,...,7,]" = 08, 2B = [Tyt .., Tom]? = [1,100,...,100™ 1]t
durchlduft der Simplex—Algorithmus (7.1.6) alle 2™ Ecken der Menge der zuléssigen Punkte.

O

Fiir eine experimentelle Bestéitigung dieser Tatsache vergleiche man Aufgabe 11.3.



Anhang A

Interpolation von Operatornormen

Klassische Fehlerabschéitzungen z.Bsp. fiir die zusammengesetzte m—punktige Gaufi—Quadratur-
formel wurden in Numerik 1 hergeleitet, falls der Integrand aus C?™ ist. Durch Verwendung sog.
"Interpolationssitze’ kann man in vielen Féllen daraus sofort entsprechende Fehlerabschétzungen
ableiten auch fiir nicht so glatte Funktionen, vgl. die Folgerung (A.2.7).

A.1 Grundlagen

Zur Vertiefung dieses knappen Kapitels — insbesondere beziiglich der nicht ausgefithrten Bewei-
se (und auch fiir die durchgefiihrten Beweise) — vergleiche man z.B. entweder Butzer, P.L., H.
Berens: Semi-Groups of Operators and Approximation. Grundlehren der mathematischen Wis-
senschaften 145, Springer 1967, und/oder Triebel, H.: Interpolation Theory, Function Spaces,
Differential Operators. North Holland 1978. Weitere Monographien zum Thema dieses Anhangs
sind Bergh, J., J. Lifstrom: Interpolation spaces. An introduction. Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften 223, Springer 1976, und Bennett, C., R. Sharpley: Interpolation of
operators. Academic Press 1988.

(A.1.1) Situation

Zwei Banachrdume X;, X9 mit Normen || . ||; := || ||x;, ¢ = 1, 2 heilen Interpolationspaar
(Xl, Xg) des Banachraumes' X, wenn X; < X stetig eingebettet sind, i = 1, 2. O
"Stetige Einbettung’ symbolisiere ich durch <.

(A.1.2) Bemerkung ( vgl. Lemma. 2.3.1 Butzer/Berens S. 24 )

In der Situation (A.1.1) gilt:

(a) X1 N X mit ||z|| x,nx, = max (||z][1, ||z||2) ist ein Banachraum.

(b) X1+ Xo, |zllx,4+x, = inf{||lz1|l1 + ||z2ll2 : 21+ 22 =2, z; € X;, i =1,2 } ist ein Ba-
nachraum.

(c) XiNXo = X;, > X1+ Xo—> X, i=1,2 , und alle diese Unterrdume sind stetig in X
eingebettet.

Beweis:

Wir zeigen fiir jede der einfachen Aussagen jeweils eine Eigenschaft:
(a) Dreiecksungleichung:

lz +yll = max (flz+ylli, [lz+yl2)

! dies reicht fiir unsere Zwecke — allgemeiner kann X ein Hausdorffscher topologischer Vektorraum sein
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< max (=l + [yl llzllz + llyll2)
< max ([lz][1, |z]l2) + max (|lyll1, lyll2) -

(b) Definitheit:

Seiz € X14+Xs : ||z| x,+x, = 0. Dann existieren 27 +2%, n € IN mit z = 2425, 2} € X;,n € IN,
21 + [l 12 — 0,7 —» oo.

= 2 — 0in Xj,alsoauchin X = z=27+25 —0+0=0in X, also z = 0.

(¢) XinNnX;— X; =X;4+0<— X; 4+ X5 ist klar, denn
ot (ol +llz2ll2) < llelli + [0 < max(fiz]l, [2l2) , ¢=1,2.

O

X1 N Xy beziehungweise X7 + X5 sind der kleinste beziehungsweise grofite durch X7 und X,
bestimmte Banachraum. Dazwischen liegen sog. intermedidre Rdume.

(A.1.3) Definition (intermediire Rdume)
Ein Banachraum X heifit intermedidrer Raum des Interpolationspaares (X 1 Xg), wenn gilt

Xi1NXo—=X— X1+ Xo 0

Intermediire Rdume kann man nach Jaak Peetre folgendermaflen konstruieren:

Peetre’s K-Funktional:
Sei 6 € [0,1]. Fiir t > 0 und z € X; + X3 sei

(A.1.4)(1) K(t,z):=inf{||z1]1 +t|z2l2 : z1+220=12; 2, € X;, i = 1,2} ;

1
5 rex o) ] 1 <a <o
(A.1.4)(i1) ||$||(X1,X2)o,q =

supyso t YK (t,x) , g = oo.

O
(A.1.4) Satz  (vgl. Prop. 3.2.5 Butzer/Berens S. 168)
Betrachtet werde die Situation (A.1.1). Mit den Bezeichnungen (A.1.4) (i) — (ii) gilt fiir
0<f<lundl<g<oo
(X1, X2)p,q = {2z € X1+ X2 ¢ [|z]l(x,,x2)p,, < OO}
ist intermedidrer Banachraum zu (X 1, Xg). O

Von unmittelbarer Bedeutung fiir die Numerik ist der folgende Satz, der die Operatornorm bzgl.
solcher intermedidrer Riume abschitzt im Vergleich zum Interpolationspaar.

(A.1.5) Satz  (Konvexititstheorem?)
Seien (X1,X2) und (Y1,Y2) Interpolationspaare und A : X; + Xo — Y7 + Y5 ein linearer
Operator mit

AX;) Yy, Azilly, < Millzillx, , =i € X5 i=1,2.

Dann ist A : (X1, X2)p,q — (Y1,Y2)s,q stetig, und es gilt fir 0 < § < 1 und 1 < ¢ < oo die
Interpolationsungleichung

1Az (v;,¥2)5., < M0 M20||37||(X1,X2) z € (X1,X2)g,q -

6,9

% Die Aussage dieses Satzes ist ja gerade, da8 8 — log(||All, ) konvex ist.
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Bewels:

(a) O.E.ist M; > 0. Dann gilt

K(t,Az) = inf +t

(tAz) = it Al + tlelhe)
A(X;)CY;
<

inf A4zl + tllAzs]ly, }

T1+To=T, T;

n.Vor. . M2 M2
<M £ 22y = MK(—t )
< 1w1+$2;gywiexi{||$1||xl + 22| x, } K3 he

b) Fir z € (X1, Xo und g < oo folgt
( 4,q g
A *® 9 th Ya
= tK(t, A —
sl = | [ (0K A0) T

(a) o0 M adt1Y9
< M 0K (224 —]
<o [ (K (GEe)"

—1 =5 00 1/q
My _ M, [/ (MfeMgs_aK(s,x))qﬁ]
0

—0ars0
= M;™"M; 21l (x, x,)
bl G,q

(c) Fiir ¢ = oo folgt die Aussage wieder mit (a).

A.2 Anwendungen

Die Anwendungen dieser Theorie ergeben Fehlerabschitzungen etwa fiir den Interpolationsfehler,
den Quadraturfehler oder den Verfahrensfehler — jeweils bei linearen Methoden® — auch in Fillen,
wo die betrachteten Funktionen bzw. Losungen nicht die klassisch geforderte Glattheit haben.

(A.2.1) Satz

Sei Ty, h > 0, eine Familie von reguliiren Triangulierungen von G = |J A, und V} der
AETy,
Raum der linearen C° Elemente zu 7T},. Dann existiert fir 0 < < 1 ein ¢g > 0, so daf fiir

u € (La(G), W2’2(G))‘9’2 gilt

nf B < h29
A, e =l < Wl (1, ) o),

% Literaturhinweise zur Ubertragung auf gewisse nichtlineare Operatoren findet man z.Bsp. in Section
3.14 von Bergh/Lofstrom
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Beweis:

Sei Py, : Lo(G) — V4, die La(G)-Orthogonalprojektion und A := id— Py, : Lo(G)+W?%?(G) —
Ly(G). Fir A : Ly(G) — Lo(G) gilt wegen

10112, (6) = lv = PavllZ, gy + 1Pl gy 2 llv = Pavll?, g

die Abschéitzung
Al L2 (@)= Laa) <1 -
Nach Bemerkung (5.2.9) gilt mit von h unabhingigem ¢ > 0

1Aulzy(6) = min [lu = vallzy@) < v = mhullzy6) < c2h?|[ullwz2(gy, b > 0.

Damit folgt nach Satz (A.1.5)

A < 1170(cph?

140 i), , < PR M ) o),
Wir kénnen dieser Fehlerabschétzung noch eine andere Form geben: =
(A.2.2) Definition
FirselR : k<s<l, k,l € N, ist

) — k, l,
W) = (WhP(GQ), WH(G)),,

wobei 0 €]0,1[ gerade (1 — 0)k + 0l = s erfiillt. -

Im Allgemeinen nimmt man [ = k+ 1 in dieser Definition. Jedoch kann man zeigen, dafl man fiir
ein festes s immer dieselben Ridume (unabhingig von k und /) erhélt mit zumindest dquivalenten
Normen fiir unterschiedliche Paare (k,l) (sog. Reiterationssatz, siche z.B. Theorem 3.2.20 in
Butzer /Berens).

Anwendbar wird diese Definition von W*P(G) als intermedidrer Raum dadurch, daf§ man auch
eine interne Charakterisierung kennt.

(A.2.3) Besov—Ri#ume  (interne Charakterisierung von W*?(Q3))
Firr G C R? beschrinkt mit Rd G aus C! gilt fir s=m+omit me Ny, 0< o < 1,

WTEoR(G) = {u € W™P(G) : [lullwm+on) < oo}

Dabei ist die Norm

1
P |D%u(z) — D%u(y)[P p
( ||u||Wm,p( o T o / / ||33 — y||d+ap dxdy ) , 1<p<oo

||U||Wm+w(G) =
ma (ulymon(c - max esssupt 2B T DRIy o
AU=M pyeGixty |z —yll°
dquivalent zur (W™P(G), Wm“’p(G))a,p—Norm.
Fir G = R? oder G = Halbraum im IR? gilt dieselbe Aussage. 0
4 fiir messbares v : G — IR ist das wesentliche Supremum ess supv(z) = inf sup v(z) mit dem

z€G w(A)=0 zea\A
Lebsgue-Ma#f} p.
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Zum Beweis vergleiche man etwa Adams, R.A.: Sobolew Spaces, Th. 7.48, Remark 7.49.

(A.2.4) Folgerung

Betrachtet man eine elliptische Randwertaufgabe mit W'?(G)-stetiger und WO1 2(G)-koerzitiver
Bilinearform a. Dann gilt fiir die Diskretisierung durch lineare C°~Elemente V}, zu einer Folge
reguldrer Triangulierungen 7}

lu = unllwrag) < esh® Hullwsz, h—0; 1<r<2.

Dabei ist u € W*2(G) die Losung der Randwertaufgabe und uy € V}, die Galerkinniherung.
Beweis:

Wendet man Satz (A.1.5) auf A(u) := u—uy, an, so folgt die Behauptung durch Interpolation der
fiir = 2 geltenden Fehlerabschétzung aus Bemerkung (5.2.9) und der folgenden Abschitzung
firr=1":

cllu— uh”v%/l,?(G) < alu—up,u—up) , a koerzitiv ; u —uy € WOI’Z(G)
= a(u — up,u) , up, Galerkinndherung
< Cllu—unllwrzg) lullwiz@ , astetig.

Also gilt fuir 1 < s <2 wegen s = (1 — (s —1))-1+ (s — 1) - 2 mit einer von h unabhingigen

Konstanten ¢ > 0 |lu —upllwrz@) < csh* Hullws2(q) - O

Die Anwendung der ’Interpolation’ von (Fehler) Normen fiir Funktionenrdume C™ von klassisch
stetig differenzierbaren Funktionen und C"™ 7,0 < 1, von Funktionen aus C'™ mit zum Expo-
nenten ¢ holderstetigen m-ten Ableitungen illustrieren wir an Fehlerabschétzungen fiir Quadra-
turformeln. Dabei tritt ein z.B. auch in der Approximationstheorie bekannter Ausnahmefall fiir
o = 1 auf. Wir definieren

(A.2.5) Definition
Sei G = R% und s > 0.
(a) Fiir s = m € INg ist C™(IR?) die Vervollstindigung von C§°(IR¢) beziiglich

lullm =) suppemal D*u(x)] -

lal<m
(b) Fiirm € Ny, 0 < o <1, ist

C™o(RY) = {ue C™(RY) : |fullgme < oo}

|D%u(z) — D%u(y)|
| —yllo

||u||C’m"’ = ||u||m+ Z SUP gLy

\al=m

(¢) FirmeINg, 0<o<1,ist

2™ (RY = {u € C"(RY) : Jullzme < oo}

|D%u(z) — 2D°‘u(m—;y) + Du(y)|
|z -yl

lu||zm.o == ||ul|m + Z SUPpLy

\al=m
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Die Rdume C'™? und Z™? unterscheiden sich nur fir o = 1, d.h.

C™°(RY = Z™7(R%), meNp,0< o <1;

C
C™YRY) # Z™(IR?%), m € INg .

(A.2.6) Satz
Sei0<r<t<oo ,0<6<1 und s=(1—-0)r+6t.Dann gilt
Z*(R?) , s ¢ Ny,
(CT(RY),CHRY)), . =
’ Zs"LYRY) , s € INp .

O
Zum Beweis vergleiche man Triebel, H.: Interpolation Theory, Function Spaces, Differential
Operators, Abschnitt 2.7.2 Theorem 1 auf S. 201.

(A.2.7) Folgerung

Betrachtet werde die zusammengesetzte m-punktige Gauf-Quadraturformel )7, mit dquidi-
stanten Teilintervallen der Liange h > 0 des kompakten Intervalls I = [a,b] C IR. Dann existiert
zu s € INy mit 0 < s < 2m eine Konstante ¢; > 0, so daf} gilt

‘ /Iu(t) dt — Qra(u) | < esh®llulls, u € C*(I).

Beweis:

Da man Funktionen aus C*(I) stetig einbetten kann in C*(IR) durch eine C*-Fortsetzung, kann
man o.E. betrachten:

Alw) = / w(t) dt — Qup(u), u € C*(IR).

T
Dann gilt fiir u € X7 := (C°(R), || [lo)

A < | [ u®dt] +Quatw)| < 17 maxlut)] + | 3 Q)]
J

N m
mit I = U Ij, Ij = [t tj+1], tj = a+jh, h=(b—a)/(N+1). Qp(u) = > wiu(sy) ist die
j=0 k=1

auf das Intervall I; transformierte m—punktige Gaufformel, w,l;j und sij sind die entsprechend
transformierten Gewichte und Stiitzstellen. Wegen

m m
Q)| < Y lwy | Julsd) < lullo Y wy = llullo |1l

k=1 k=1
>0 < t)| =
<max|u(t)| =llullo

folgt
[A(u)[ < 2[1] [[ullo-
Fiir Xo = (C?™(IR),|| |l2m) gilt nach Numerik T
[A(u)| < com B*™ |lull2m.
Aus dem Konvexititstheorem (A.1.5) folgt wegen Satz (A.2.6)
|A(u)| < esh®||ullzs, uwe Z°(T).

Wegen C°(I) = Z*(I) fiir s ¢ IN bzw. C*(I) — Z5~LI(I) fiir s € IN folgt die Behauptung.

O



