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Kapitel 0

Einfiihrung

Die numerische Mathematik hat die zahlenméfige Lésung von Problemen zum Ziel. Die Berech-
nungsmethoden dafiir nennt man Algorithmen. Die meisten Probleme kénnen nur niherungs-
weise gelost werden. Dann sind wesentliche Aufgaben der numerischen Mathematik

Bewertung der gelieferten Resultate:
— Genauigkeit einer bestimmten Naherung
— ’schlielliche’ Konvergenz einer Folge von Ndherungen

Bewertung einer Methode im Vergleich zu anderen:

— Durchfiihrbarkeit

— Aufwand, sog. arithmetische Komplexitat

— Genauigkeit bzw. asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit

— Stabiblitit, i.e. nicht zu groBe Anderung der Resultate bei Stérungen in den Eingabedaten
z.B. durch Messfehler in den Daten, oder durch Verwendung von nur endlich vielen ’Gleit-
punktzahlen’ im Computer.

Gleitpunktzahlen und Gleitpunktarithmetik

Bekannt ist aus der Analysis die Darstellung reeller Zahlen als Dezimal- oder Dualentwicklung,
allgemein zur Basis BeIN, B> 2,

o0
0#£z= o BNZ;EH/B_” )
=sign(z)e{-1,+1} v=1
€]o,1]
mit dem Ezponenten N € 7ZZ und den Koeffizienten z_, € {0,1,..., B—1} . Diese Darstellung
ist eindeutig unter den Normalisierungsbedingungen

210 und nicht fastalle v, =B —1.

(0.1) Gleitpunkt-Maschinenzahlen zur Basis B

t
0#z= o BN Zw, B™”
# I_ v ;
=sign(z)e{—1,+1} v=1
N——
sog. Mantisse von
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mit dem FEzponenten N € 7ZZ aus dem FEzponentenbereich N_ < N < N4, und der sog.
Mantissenlinge t € IN. Wieder normalisieren wir duch die Bedingung

x17é0.
O

Fiir bestimmte Anwendungen verwendet man Festpunktzahlen, d.h. NV ist fixiert. Der Vorteil ist
eine exakte Arithmetik, was bei Indexrechnung, zahlentheoretischen Algorithmen, und z.B. im
Bankenbereich wiinschenswert ist.

Fir wissenschaftlich-technische Anwendungen ist diese Art nicht so geeignet, da u.U. Zahlen
sehr unterschiedlicher, nicht im vorhinein bekannter GréBenordnung auftreten.

(0.2) Runden
Firz =oBNY > 2z ,B7" #0 ist

v=1

t
oBN Y z_,B7 , fallsz_pq) < %B ,
v=1

o0
rd(JBNZ:E—uB_V) =
o t
1 oBY(Y 2, BV +BY) , falls§B<z ) <B-1,

v=1
und rd(z) = 0 fiir z = 0.

Die Genauigkeit dieser Zahldarstellung beschreibt

(0.3) Bemerkung
Es gilt und rd(z) # 0 gilt
|rd(z) — z| < B

7] < §B_t , £ #0 (und)

rdw) | _ B4
WSEB , rd(z) #0 .

Bewels:

rd(z) und z unterscheiden sich in der (t+1)-ten Nachkommastelle hchstens um g — 1. Damit
folgt

|7"d($) - -T‘ < BN[(? — l)B_(t+ 1) + i :LL,,B_”]

< BN[(g ~1)p~t+D 4 p(t+2) i (B—1)B™].
v=1_0

Wegen p=(t+2) S o(B-1)B™" = Bp—(t+ 2)(B -1) —p—(t+1) yngd

1/
1-1/B
|z|, |rd(z)| > BNx_lB_l >BN.1.B71 = BN —1 flgt die Behauptung.
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Bereits in der Zahldarstellung etwa von v/2 ¢ @ macht man also Fehler. Welche Fehler entstehen
bei den (angendherten) arithmetischen Operationen, den sog. Gleitpunktoperationen? Bei guten
Rechnern sind diese zumindest kommutativ, jedoch nicht assoziativ und nicht distributiv. Ein
Modell — das fiir viele Rechner gilt, und das ich immer voraussetzen werde — ist

(0.4) Modell der Gleitpunktarithmetik
(a) Aus zwei Operanden einer arithmetischen Grundoperation - € {4+, —, X, /} wird ein Zwi-
schenresultat mit doppelter Mantissenlinge 2t gebildet.

(b) Anschlieend wird dieses Ergebnis auf ¢ Stellen gerundet.
(¢) Gegebenenfalls wird dieses gerundete Ergebnis normalisiert.
Die Notation fiir die Vorgehensweise (a) — (c) ist ©:=gl(z-y) fir - € {+,—, %x,/}.

(d) Treten keine Exponentenbereichsiiberschreitungen oder —unterschreitungen auf, so gilt fiir
jede der Operationen © € {#,6,®,@}

(z-y)

w@y:(w-y)(l-i-s):m

B__
mit ||, |n| < 5B

Beweis:

Man zeigt dazu: z @ y = rd (z - y). Mit (0.3) folgt die Behauptung.
O

Wie pflanzen sich Fehler (Rundungs—, Mess—, Rechenfehler) fort bei arithmetischen Gleitpunk-
toperationen?

Besonders kritisch ist die Subtraktion — genauer die Addition zweier Zahlen etwa gleich grofien
Betrags und unterschiedlichen Vorzeichens.

(0.5) Beispiel
B =10,t =3,z = 0.9995,y = —0.9984 —>
@y =gl(rdz) +rd(y) =02-1072, z4+y=10.11-10"? =
(z@y)—(z+y) 0.09-1072

= — = 0.81 = 0.82,
zT+y 0.11-10
wohingegen % = 0.0005 , und % = 0.0004 ; d.h. es tritt hier eine 'Verstirkung’

der relativen Fehler um einen Faktor 1.64 - 10° auf.
|

Wirklich beheben kann man diesen Effekt nur durch Festpunktarithmetik. Diesen Effekt der
sog. Ausloschung fihrender Stellen bei der Subtraktion kann man manchmal mildern/verhindern
durch mathematisch dquivalente Umformung in stabil auswertbare Formeln bzw. Niherungen:
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(0.6) Beispiele  (fir stabil auswertbare Formeln bzw. Nédherungen)
(a) Nullstellen quadratischer Gleichungen az? + bz + ¢ = 0.

1
T = _%(4- b+ sign(b)V/b®> — 4ac) ’genav’ fiir [dac| << b” ;

1
o= o~ ( +b — sign(b)V/b? — 4ac) ungenau’ fiir |[4ac| << b ;
a

Berechnung von 9 ohne Ausléschung durch Auswertung der Vietaschen Formel azizo = c.

(b) log(zx —+vx?—1) ’ungenau’ fiir z >> 1 wie in (a), gemildert durch log. Durch Erweitern
mit z + vz2 — 1 ergibt sich der Ausdruck —log(z + vz? — 1), der ’genau’ auswertbar ist fiir
Tz >> 1.

x x
(c) sinh(z) = &% ist "ungenau’ auswertbar ist fiir |z| << 1. Taylorentwicklung liefert

3 9
fiir |z| << 1 die sehr ’genau auswertbare’ Niherung z + %F + %F
- - D

Normen

Zur quantitativen Fassung der Gréfle von Storungen, Fehlern, und verfilschten Resultaten bei
Vektoren und Abbildungen vom IR” in den IR™ verwendet man Normen. Ich verwende hier nur
normierte Vektorrdume iiber IR oder @ Falls beide Kérper erlaubt sind, schreibe ich IK.

Definition

Sei V' Vektorraum iiber IK (IK = IR,IK = @). Dann heifit eine Abbildung || ||: V — IR,
V3zr——|z|| € R, Normauf V , falls gilt

(a)
(b)

© lle+yll <l=zll +llyll; = vy € V.
(

|z|]| =0<=z=0;z € V.
[ez|l = lelllz]l; = € V ,ce K.

V, || ||) heiBt normierter (Vektor-)Raum, oder kurz V' normierter Raum’.

(0.7) I,-Normen (1 <p<o0)
Fir v = [vi]i<i<n € IK™ definiert man

[v]loo := max [v;|, loo— oder Mazimum—N orm;
1<i<n
n 1/p
ollp := (Z|’Ui|p) ) [, —Norm,1 <p < oo .
i=1
Fiir p = 2 erhélt man die
n
[oll2 = (Z |’Ui\)1/2 ; Euklidische Norm ,
i=1
fiir p =1 die
n
vl = Z [vil , Betragssummen — Norm .
i=1
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Das Aussehen der verschiedenen Einheitskugeln erkennt man in Abbildung 1. Offensichtlich sind
diese Normen nicht differenzierbar fiir p = 1,00 — in allen anderen Fillen sind die /,-Normen
differenzierbar. Die Aquivalenz dieser Normen ist geometrisch offensichtlich (vgl. Abbildung 1)

Ly

Il (x.y) lloo=1

Ixy) ll2=1
-

Txy) 1= 1

Abbildung 1: Einheitskreislinie fiir p = 1,2, 00

— analytisch bedeutet dies fiir zwei Normen ||.||’ und ||.||” auf V', da8 es ¢ > 0 und ¢ > 0 gibt mit
cloll” < ol <elvll” , ve V.
Fiir /[,-Normen kann man die Konstanten ¢ und ¢ explizit angeben:

(0.8) Bemerkung  (Beweis als Ubung)
Einen Vergleich beliebiger /,-Normen fiir v € IK" erméglichen die Aussagen

(a) [1,4o00[3> p — ||v||p ist monoton fallend mit lim,_, ||v||, = ||v||cc (Was auch die Bezeich-
nung ||.||e fiir die Maximumnorm sinnvoll macht).

(b) [1,+00[> p — n~/P|jv||, ist monoton wachsend mit limyeo 7~ /P||v][p = ||]|oo-

O
Welche der [,-Normen passend ist, hingt von der jeweiligen Situation ab (siehe auch Ubung ):
loo—Norm: gleichméfig in allen Komponenten giiltige Abschitzung bzw. Fehlergrofle,
lo—Norm: geeignet bei normal verteilten Mewertfehlern,

[1—Norm: geeignet bei vereinzelten starken Ausreiflern.
Matrixnormen

A A (WKL) — (K™ ") , As € K™ fiir z € IK". Dann gilt fii 2 # y

P )llz = yl" < ( max [|A2]|")l|lz -yl
||

|Az — Ay|" = | A(z — y)||" = ||A( Izll=
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(0.9) Induzierte Matrixnormen
Sei A € IK™*™, Dann ist

(a) zuA: (K" |.[') — (K™ |.|") die induzierte Matriznorm gegeben durch

Az]|"
A 5 = A " — ||

|| ||an wG]K”{n:aﬁEvH’ZI || ‘T|| 2€KN § 3£0 ||$||I
(b)  ||Allp == maxy,—1 || Az, die [, Matrixnorm.

() Allr = ( > | A% )1/2 die sog. Frobenius—Norm.

1<i<m , 1<5<n
O

Aus der Definition folgen offensichtlich die sog. Submultiplikivitat induzierter Matrixnormen
|ABlina < || Allinall Bllina

und die Abschdtzung (vgl. auch (0.12) (c))
0.10 max Al < |Alling -
( ) A Eigenwert von A A< 1A fln

Theoretisch wichtig ist die ||A||2~Norm; praktisch verwendbar nur die ||A||;— und die ||A/co—
Norm. Denn es gilt mit folgenden

(0.11) Bezeichnungen
Zu A € IK™*™ ist, wenn nichts anderes vereinbart wird, A;; das (7, j)-te Element;

= [Aj1.--Ain] = ;' - A der i-te Zeilenvektor;

Alj
A j= : = A-ej der j-te Spaltenvektor.
Apj
O
(0.12) p—Normen von A € R™X"
(@) ||AlhL = 1I£]a<x Z |4 = Jpax. |A.lli  sog. Spaltensummennorm;
(b) Al = lglax Z |4;] = max. |Ai.|l1  sog. Zeilensummennorm,
(c) |42 = max \//7 der grofite sog. Singuldrwert von A.
p Eigenwert von A'A
Beweis:
m m n n m n
(@) Azl = 2 [(Ax)l = 2120 Ayl < 2 20 Aylles] < (X lajl) max Z |Aij| =
=1 j=1 j=1i=1 j=1 1<5<n
foll o 4, s
<j<n
damit gilt ||Alj; < max |A.;]|1. Fiir geeignet konstruiertes z gilt ' =
<j<n
(b) zeigt man &hnlich.
(c) Es gilt [|A]2® = max |Az|»? = max (Az)'Az = max z'A*Az. Fiir die symmetrische

llzl[2=1 llzl[2=1 llzl[2=1
Matrix A*A ist dieser Ausdruck aber gerade der groBte Eigenwert.
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Zum Abschluf ohne Beweis (vgl. Ubungen) noch zwei niitzliche ’technische’ Aussagen iiber lp—
Normen, die man mit Hilfe der Hélderschen Ungleichung zeigen kann.

(0.13) Satz

@) lzllp = ”Iﬁax1 |y"z| , wobei 1/p+1/p' =1 (p und p' sind sog. konjugierte Exponenten).
Yl =

(®) |Allp = | A"y fir A € K™, wobei 1/p+1/p' = 1.

Damit kann man z.B. Aussage (b) von Satz (0.12) direkt aus (0.12)(a) folgern.



Kapitel 1

Direkte Losung linearer
Gleichungssysteme

Aufgabe ist:
Az =b; gegeben A € R"™ ™ .,b € R" ; gesucht z € R".

Ich erinnere an MIB - Gaufisches Eliminationsverfahren:
— l6se eine der Gleichungen, etwa die i-te, nach z1 auf; setze den erhaltenen Ausdruck in die
restlichen (n — 1) Gleichungen ein, die damit (n — 1) Unbekannte haben.

— nach (n — 2) weiteren solchen Schritte erhélt man eine Gleichung in der Unbekannten x,,.

— daraus berechnet man z,, und anschlieBend durch Riicksubstitution z, 1,z, 2,...,21 in
dieser Reihenfolge.

Die Analyse der berechneten Ergebnisse dieses bekannten Verfahrens bei Durchfithrung auf einem
Rechner wird erméglicht bzw. erleichtert durch

— Formulierung obiger Schritte als Matriz-Multiplikationen

— Untersuchung der Auswirkungen von Stérungen mittels Verwendung von Vektor/Matriz-
Normen.

Storungen sind gegeben z.B. durch Gleitpunktarithmetik anstelle reeller Arithmetik.

Diese Vorgehensweise werde ich zuerst durchfithren. Anschliefend werde ich eine besonders
glinstige Situation fiir die LR—Zerlegung behandeln , d.h. A = LR mit einer unteren Dreiecks-
matrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R. Abschlielend bespreche ich ein anderes direktes
Verfahren, die QR-Zerlegung. Diese ist stabiler als das Gauflsche Eliminationsverfahren, und
eignet sich daher besonders fiir kritischere Situationen und Aufgabenstellungen.

Daf} man zur stabileren Durchfiihrung der LR-Zerlegung unbedingt mindestens eine sog. Spaltenpivot-
Strategie (oder sogar die aufwindigere Totalpivot-Strategie) durchfithren sollte, mochte ich ver-
anschaulichen am folgenden
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Beispiel

. e 1 N I+e
Zue elRsei A, = . A; ist nichtsinguldr fiir € # 1. Fiir b, = hat A,z = b,

1 1 2

die Losung = = . Fiir € # 0 ist die LR-Zerlegung durchfiithrbar, und man erhélt in reeller
Arithmetik

1 0 € 1
LR =

el 1 0 1—¢t

In Gleitpunktarithmetik mit M ATLAB durchgefiihrt (macheps = 10716), erhilt man fiir

eps = 107 die Ndherung . = fiir die Loésung =z = , also nur etwa vier

1.0 1
giiltige Ziffern in der 1. Komponente.



KAPITEL 1. DIREKTE LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 10

1.1 Gauf3-Elimination

Durch die GauBelimination werden sukzessive Nullrestspalten unterhalb der Diagonale erzeugt.
Ich veranschauliche dies schematisch

X X X X X X X X X X X X X X X X
® X X X 0 X x X 0 X x x 0 X x X
® X X X - 0 ® X % - 00 x x - 00 x x
® X X X 0 ® x x 00 ® x 000 x

Bewirkt wir dies durch Linksmultiplikation mit Eliminationsmatrizen (vgl. (1.1.5%)).

(1.1.1) GauBlelimination  (mit Spaltenpivotsuche)
Gegeben: A € R™™ b e R" ;

Gesucht: © € R™ : Az = b.
@ = [a]o]
firk:=1,2,...,n — 1 fihre durch
(0) gegeben A®) mit gz(f) =0,j<i<n,1<j<k;

(1) bestimme (zur algorithmischen Festlequng z.B. ’kleinstes’) i > k mit
k) _ (k)
|Aikk‘ = kglﬁ‘nmg'k |
Falls  (2) |21vz(:,)c| > 0, dann
ng) , Jj=k Zeilenver—
= (k) (k)
(3) Aj.o =0 AL, j=1i tauschung
ng) , sonst
~(k) .
A , 1<5<k
Ak+1)
(4) Aj- T <) 0 (k) Elimination
Aj_—%Ak, , k<j<n der k-ten
Ak Restspalte

sonst

A singuldir ~» Abbruch

(1.1.2) Satz
Ist A nichtsingulir, so ist der Algorithmus (1.1.1) durchfiihrbar. Mit A =: [ A pn) ]

ist Az =b dquivalent zu AM™z = b . AM) ist nichtsingulire obere Dreiecksmatrix.
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Beweis:
Durchfiihrbarkeit : <= Zﬁ:,)k #0in (1.1.1)(2)

< det(A®)) £ 0 mit [ AR pk) ] — A®) (elementare Zeilenoperationen findern Deter-

minante nicht)
<= det(A) # 0; dies gilt aber nach Voraussetzung.

O
Aquivalenz ist klar.
<
A™) nichtsingulire obere Dreiecksmatriz :
Nach (1.1.1)(4) hat A%+ wieder die Eigenschaft (1.1.1)(0) fiir k + 1 anstelle von &
= A™ ist obere Dreiecksmatrix = A obere Dreiecksmatrix, und
det(AM) =A™ . AW 20
O

(1.1.3) Bemerkung
(a) Schritt (1) von (1.1.1) ist sog. Spaltenpivot-Strategie, da man in jeder Restspalte ein be-
tragsgroftes Element zur Elimination nimmt.

(b) Bei DV-Realisierung ersetzt man die Abfrage in Schritt (2) von (1.1.1) durch
maxlsisdggm > tol mit tol > 0.

Ublich ist tol := macheps , wobei macheps die Maschinengenauigkeit bei Addition gegeniiber
der 1 ist. Gilt N

max |A(-I,?| < tal

k<j<n Y

so kénnte man A als numerisch singuldr bezeichnen.

(1.1.4) Bemerkung  (arithmetischer Aufwand)

Fir A € R™"™ benétigt man fiir Algorithmus (1.1.1)

%3 + ... Additionen/Subtraktionen, %3 + ... Multiplikationen/Divisionen,

Dagegen bendtigt man zur Lésung eines Dreiecksgleichungssystems Lz =b oder Rz =y mit

einer unteren Dreiecksmatrix L oder einer oberen Dreiecksmatrix R
2

%-+... Additionen/Subtraktionen, ”72 + ... Multiplikationen/Divisionen.

Dabei stehen die Punkte ’..." fiir ein Polynom in n von niedrigerem Grad als der angegebene
Summand, der sog. Hauptterm.
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Beweis:
In Algorithmus (1.1.1) sind fiir jedes k € {1,...,n — 1}
in Schritt (1): n —k Vergleiche

in Schritt (4): m — k Divisionen fiir % ,4 = k+1,...,n; und n —k Multiplikationen und

n — k Subtraktionen fiir ﬁf_“ , 1 = k+1,...,n; insgesamt also:
Vergleiche: ln—k)=(n—1)n/2
Mult./Div 3021 (0= K)piw + Xipgs (0 — K)asu)

n—1

=D p—1(n —k)(n — k) rruit/piv+ Polynom vom Grad kleiner 3 in n
=12 4. Mult./Div. = @00l 4 pMult./Div. = 222 4 ... Mult./Div.

Dabei stehen die ’..." fiir (irgend)ein Polynom hochstens 2. Grades in n.
Die Anzahl der Additionen/Subtraktionen erhilt man analog.

<

Der Aufwand zur Lisung von Rz =vy mit einer oberen Dreiecksmatrix R als Ubung.
O

Algorithmus (1.1.1) hat also eine héhere Komplexitét als das Losen von Dreiecksgleichungssy-
stemen:

3

%— + ... fiur Algorithmus (1.1.1)
Anzahl der flops (1 Add/Sub + 1 Mult/Div) =
2
%— + ... fiir Dreiecksgleichungssysteme

Eine bequeme Sprechweise fiir diesen Hauptanteil der arithmetischen Operatinen liefern die
Landauschen O— und o-Symbole:

k(n) =0Mn%* ,n—00 <= Fc>0V nelN |k(n)| < ¢n%.
Fiir Algorithmus (1.1.1) ist also die Anzahl k(n) der flops, die sog. arithmetische Komplexitét,
k(n) = O3 , n — oco.
Will man die GréBe der Konstante bei n? herausstreichen, kann man auch schreiben

k(n) = % + O(n?) , n — .
Will man mit ein- und derselben Matrix A und mehreren rechten Seiten b das Gleichungssystem
Az = b 16sen, so mufl man die Hauptarbeit, i.e. den Algorithmus (1.1.1) ohne rechte Seite
b, nur einmal machen. Um dies einzusehen, stelle ich Algorithmus (1.1.1) als eine Folge von
Matrix-Multiplikationen dar, die eine LR-Faktorisierung der Matrix A liefern.

Darstellung der Gauflelimination als LR — Zerlegung

Fiir die auftretenden Matrizen folgende
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(1.1.5)’ Bezeichnungen

(a) Seio Permutation der Zahlen {1,2,...,n}. Dann heiBt P, = [e,(1)€p(2): - - - 1€5(n)] € R™*"
Permutationsmatriz. Dabei ist e; der j-te Einheits(spalten)vektor.

(b)
F - _ 0 -
1 0
L= 1 —E—l e} mit [ = 0
_Lk+1,lc 1 Lk:+1 k
L _Ln,k 1 | L Ln k

heifit elementare Eliminationsmatriz (spezielle untere Dreiecksmatrix mit Einsen-Diagonale).
(¢) Mit den Bezeichnungen von Algorithmus (1.1.1) sei

ik fir j:k

P® .= p .t =P, mit ox(j):=< k fir j=i
j  sonst
_ 0 -
0
0
LK) .= g k) gt k) .— ) ()
k+1 k Ak: k
<) ()
L Ank/Ark
k) . 1) , k=n—-1
| ple-p-2) L pht)iR) < —1

p .= pln—1)pn-2)  p2) p) :
L:=(E+IY ') (BE+1? epl) - (BE+T"7Y ¢, 1.

Dann gilt

(1.1.5) Satz
Sei A € IR™™™ nicht singuldr. Dann liefert Algorithmus (1.1.1) die Zerlegung

PA=LR,

wobei mit obigen Bezeichnungen L untere Dreiecksmatrix mit Einsen-Diagonale, R obere
Dreiecksmatrix und P eine Permutationsmatrix ist.
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Beweis:
[(k+1) p(k+1) A(k+1) — 1 (k+1) p(k+1) (L(k)p(k)A(k)) — L(k+1)f(k)P(k+1)p(k)A(k)’

denn

P+ (g — pltD)k) ety — LK) p(k+1) ynd ganz analog

PO(E —1Wety = (E — POIK ) PY) fiir § > k.

Man rechnet nach, da$ (E — ((®e,!)~1 = (E + i(®e,!) gilt. Daher folgt PA = LR .

(1.1.6) Lésung von Az = b
Sei PA = LR wie in (1.1.5). Dann gilt Az =b genau dann, wenn Ly = Pb, Rz =y gilt.
Diese Dreiecksgleichungssysteme sind durch Rekursion in der Reihenfolge

Y1,Y2,---,Yn (Vorwéirtseinsetzen) und x,,Zp—1,...,21 (Riickwirtseinsetzen)

zu 16sen.
O
(1.1.7) Beispiel (ohne vs. mit Pivotstrategie)
.. 0.001240 1.100 1.000
vgl. Ubungsaufgabe 3.1(c): LR-Zerlegung zur Losung von T =
1.200 1.000 2.000
: : . : : : : ~ 0.4839
liefert in 4-stelliger Gleitpunktarithmetik ohne Pivotstrategie die Naherung z =
0.9085
o o ~ 0.9100 .
mit Pivotstrategie die Ndherung = = fiir die auf 6 Stellen gerundete wahre Losung
0.9080
0.909946
Tr =
0.908065
O

Analyse der in Gleitpunktarithmetik berechneten Ergebnisse— Rickwdrtsfehleranalyse

Algorithmus (1.1.1) werde in Gleitpunktarithmetik durchgefiihrt, wobei (0.4)(d) mit
g0 := macheps fir - € {4+, —, x, /} gelte:

(04) zey=(z-y)(1+e) und zOy=(z-y)/(1+n) mitle| <eo, |n| < eo,

Durch Verfolgung der aufgelaufenen Rundungsfehler kann man unter diesen Voraussetzungen
zeigen
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(1.1.8) Satz

Es gelte (0.4)(d). Sei A = LR, d.h. A besitze auch ohne Zeilenvertauschungen eine LR-Zerlegung.
Algorithmus (1.1.1) in Gleitpunktarithmetik laufe ohne Zeilenvertauschungen ab, und liefere L
und R. Die Losung von fy = b in Gleitpunktarithmetik liefere y , die Lésung von Rz = Y
in Gleitpunktarithmetik liefere z . Dann gilt fiir n mit neg < 1, £9 = macheps, fir

g0’ := (neg)/(1 — neg) (beachte 0 < gy’ < 1):

(a) (A~ LR)ijl <eo' SR [ Lugl Bigl 1< i <
(b) (L+ALy=b+Ab ; (R+AR)Z=7 mit

(AL)ij| < e0'|Lijl 5 [(AR)yj| < eo’|Rij 5 |(Ab)i| <eolbi| 5 1<i,j<n.
(1.1.9) Bemerkung
(a) In den Abschdtzungen (1.1.8) tauchen auf der rechten Seite die erst nach Durchfilhrung
des Algorithmus bekannten Gréfen ka:lli{m } |Lir||R;| auf. Deshalb nennt man sie a—posteriori-
Abschdtzungen.
(b) In Stoer [1999] werden analoge a—priori—-Abschdtzungen gegeben mit den im vorhinein
gegebenen Daten Zzn:inl{i’j} |Lik||Ry;| an Stelle von E;cn:iri{i’j} \zmﬂﬁkﬂ

O

Zum Nachweis von (1.1.8) beachte man, dafl die Verstarkungsfaktoren fiir die Rundungsfehler
von der Form

k
(1+€5)% mit o; € {-1,+1}, |gj] <eo, 1<j<k; 1<k<n,
J=1

sind. Als Ubung zeige man mit der Bernoullischen Ungleichung

k
[[a+e)7 = 14 mit || <e’, 1<j<k;1<k<n.
j=1

Ich mochte nochmals betonen: In (1.1.8) sind die Matrixmultiplikationen in reeller Arithmetik
gemeint, daher der Name

Riickwdirtsfehleranalyse: T (und 7)) ist exakte Losung eines benachbarten, fiir ey’ << 1 nur wenig
gestorten Problems: Setzt man per definitionem

AA = (L+AL)Y(R+AR)— A,
(Matrixoperationen in reeller (exakter) Arithmetik), dann gilt
(A+AA)T=b+ Ab
im Vergleich zu
Az =b.

Die Grofle der Stormatrix AA bzw. des Storvektors Ab kann man nach Satz (1.1.8) abschitzen.
Sie ist also klein fiir ney! << 1.
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(1.1.10) Folgerung
Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen von Satz (1.1.8) gilt mit
AA = (L+AL)(R+AR)-A

(A+AA)T=b+ Ab,

wobei

() [AA;| < (Beo’ +e0’) ™) | Lo Ry -

(b) (|40 < n(3e0’ +20”) maxicijen Sy |LitRig| -
(c) [|Ablleo < eollblloo -

Beweis:

AA = (L-R—A)+ (AL-R) + (L- AR) + (AL - AR).

(L - R) — A);; nach (1.1.8)(a) abschitzbar mit Faktor &/,
(L - AR);j nach (1.1.8)(b) abschiitzbar mit Faktor o',

(L - AR);; nach (1.1.8)(b) abschitzbar mit Faktor e/,
(AL - AR);; nach (1.1.8)(b) abschiitzbar mit Faktor e¢'* .
Die Abschétzung fiir ||Ab||s ist nach (1.1.8)(b) klar.

O

Wie wirken sich solche Fehler in den Matrixelementen oder der rechten Seite auf die Losung
aus? Dies ist gerade die Kondition des Problems, ein lineares Gleichungssystem zu lésen:

(1.1.11) Definition  (Kondition einer Matrix)
Sei (IK™,||.]|) und die nichtsingulire Matrix A € IK"*" gegeben. Dann heifi
Condind(A) = ||A||md||A_1”md

die Kondition der Matrix A € IK"*" (beziiglich der induzierten Matrixnorm).
Bei Verwendung der /,-Norm schreiben wir
condy(A) := [|All[|A7"[|,
O
Natiirlich ist die GréBe cond(A) normabhingig. Die Abschitzungen zwischen den verschiedenen
p—Vektornormen ermoglichen aber Abschétzungen zwischen den entsprechenden induzierten p—

Matrixnormen.
Aus (0.10) erhilt man eine untere Abschitzung fiir die Kondition

max AL/ ( min IAl) < cond(A) .
A Eigenwert von A A Eigenwert von A

Die Abhdngigkeit der Lésung eines linearen Gleichungssystems von den Daten beschreibt
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(1.1.12) Satz
Betrachte (IK™,|.||) und die induzierte Matrixnorm. Sei A € IK"*"™ nichtsingulir, AA €
K™" mit ||A7Y[|AA4] < 1, Ab € K* ,und K" > b#0. Dann gilt fiir

Az =b , (A+AA)(z+Az) =b+ Ab
die Abschéitzung

cond(A)
— cond(A)[|AA]/[| A

laal/llzl < (I1al/ 8l + lla4ll/1Al)

Beweis:

Aus den Gleichungen fiir  + Az und z erhilt man durch Ausmultiplizieren und Einsetzen

(A+AA)Az = Ab—AAz .

Azl < [I(A+AA)7H[|Ab - AA |

< IA+AA)TH (1Ab] + [[AA]l fl=])

_ Ab AA
=nm+Am1mmwm(ﬂwﬁ|+mMN)
Al ( Jab] | I1aA]
< I ) .
< topaaay A A
nach dem folgenden Satz (1.1.13). Beachtet man
18] = IAz] < [Alla] b < falls b0
= Z T n. T ,
= Azl = T

so folgt die Behauptung.

cond(A)
|AA]

1-— CO'n/d(A) W

z.B. fir AA = 0. In diesem Fall erhilt man die Aussage (1.1.12) sofort aus den Abschitzungen

AA
= cond(A) , falls cond(A)HHAH|| <<1,

1Az] = |AT Abl < [ATHIABI, 6]l = [[Az]l < | Al|=]] -

(1.1.13) Satz
Sei A € K™ " invertierbar und AA € IK™" mit ||A7!|||]AA| < 1.Dannist A+ AA
invertierbar und es gilt

1

I(A+ A4~ < =
1— A7 Aa4]

[
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Beweis:
Wegen
[AAy[| < [[AA]lyll bzw. —[[AAy[[ = —[[AA]| ]yl
und )
lyll = 1A™" Ayl <|ATHIA yl baw. Ayl > mllyll
folgt

1
A+AAy2Ay—AAyZ(7— AA>?/ :( -
I ol = 4yl =184 vl (g =184l ) Il = (— ey

o~

> 0 nach Vor.

insgesamt also
1—[[A~HAA]
A=
Daraus folgt aber sowohl, da§ (A + AA)~! existiert (denn Kern N(A + AA) = {0} ),
als auch fiir y:= (A+ AA)~1z, daB gilt

lyll < (A +Ad)y| .

A~
[A-HIIAA]

I(A+A4) 2] < 1= 2] -

(1.1.14) Beispiel (fiir Satz (1.1.12))

2 2 X 1 2 —9
A= ,0<a<l; AW = ———
l+a 2 201-a) | _(1+a) 2

1 - 146 +0 0
b= ; b= =b+ , 0>0;z:Az=b = x=
1 1-946 -6 1/2

N w5 |
5| 7 29| —3+a) |

Fiir p = 0o erhélt man fiir die in Satz (1.1.12) vorkommenden Gréfien

16— Blloc = &5 [[Blloc = 15 [|Alloo = maz{|2] + (2], |1 + a| + [2[} = 4;

8
AN
8
I
SN
8
I
g
o
I
8
+
N

-1 . - 9 |
HA ||oo—mHlELX{‘Q‘"F|—2|,|—(14—04)‘_|_|2|}_(1_&)7
N TN R
]| 0o _[2(1_a)( {4,3+})d/(5) (1_a)6,

Andererseits gilt
|Ab|oo 2
condso (A =4- 4,
b =t 0=

|

18

d.h. der tatséchliche Fehler wird durch die Abschitzung in Satz (1.1.12) (nur) um den Faktor 2

iiberschitzt, gleichmifig fiir 0 < « < 1 (beachte ||z — Z||co/||%]| 0 — +00 fiir @ — 1) .

O
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Wendet man Satz (1.1.12) an mit den in Folgerung (1.1.10) gegebenen Abschétzungen fiir die
GroBle der Stérung, so erhidlt man gute Schranken fiir den relativen Fehler ||Az||/||z||, wenn

cond(A) und Eik Ry;| micht zu grof} ist.
J
k

Pivotstrategie verhindert i.Allgem. ein zu starkes Anwachsen des zweiten Ausdrucks. Die Eigen-
schaft eines gegebenen linearen Gleichungssystems,

’qut’ oder ’schlecht’ konditioniert

zu sein, ist natiirlich abhéngig von der zur Verfiigung stehenden Rechengenauigkeit:

1
Regel : d(A) <
c9e cond(4) < vmacheps

1
> A schlecht/kraf8 schlecht konditioniert

vmacheps ’

AN

> A gut/nicht zu schlecht konditioniert

cond(A) >>

N

Ist nach dieser Regel das Problem schlecht gestellt, sind zwei Reaktionen moglich:

— Erhohung der Rechengenauigkeit, d.h Verkleinerung von macheps und damit VergroBerung
1
von

/macheps’

— Transformation in ein dquivalentes Problem mit kleinerer Kondition, sog.

Vorkonditionierung
Finde C, X € IR™*" nichtsingulir, so daf§ fiir A’ := CAX gilt

(a) cond(A") < cond(A) (am liebsten cond(A’) << cond(A)).
(b) Az =¥,V =Cb, r = X1';ist nicht viel aufwiindiger aufstellbar und losbar als Az = b.

O

Nach praktischer Erfahrung giinstig sind Gleichungssysteme mit dquilibrierter Matriz A’, d.h.
>0 1Al = 32, 1ALl = const, 1 < i, 5 < m.
Leicht zu erreichen ist folgender 'Ersatz’: ), |A;;| = const,1 < i <n; d.h.

A=

= A, 1<i<n.
AT

Dies entspricht in obigem Vorkonditionierungsschema gerade dem Fall

X =E, C=diag(1/(32;1A1;), -, 1/ (3 |4nsl)) -

Diese Vorkonditionierung wird in jedem Softwarepaket automatisch durchgefiihrt.

Symmetrische positiv definite Systeme — Cholesky- Verfahren

Im Fall symmetrischer positiv definiter Matrizen existiert eine L R—Zerlegung ohne Zeilenper-
mutationen. Dann ist also die Voraussetzung in Satz (1.1.8) erfiillt. AuBerdem ist dann die
GauBelimination stabil (vgl. (1.1.9)(b)).
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(1.1.15) Definition
Eine symmetrische Matrix A € IR"*" heift positiv definit, wenn z! Az > 0 gilt fiir = # 0.

Zur Vorbereitung der Faktorisierungen A = LL! resp. A = Ly DL;¢ ein

(1.1.16) Hilfssatz

Sei X € IR™ "™ nichtsingulir. Dann ist A € IR™*"™ symmetrisch und positiv definit (resp.
semidefinit) genau dann, wenn X AX? diese Eigenschaften hat. Mit A hat dann auch A~! diese
beiden Eigenschaften.

Beweis:
A symmetrisch = (XAX")! = (X*)" A" X' = XAX", dh. XAX"' symmetrisch .
=A
Mit X ist auch X* nichtsingulir. Damit gilt
Apositiv definit = ¢y} (X AXY)y = (Xty)tA(Xty) > 0 fiir y # 0, denn X'y # 0.
Die Umkehrung ist klar, da auch X! nichtsinguliir ist.

O

(1.1.17) Satz
Zu jeder symmetrischen positiv definiten Matrix A € IR"*™ gibt es eine eindeutige Faktorisie-
rung

A=LD(L),

wobei L; untere Dreiecksmatrix mit Einsen-Diagonale und D = diag(A11, A2, ....Apy) eine
Diagonalmatrix mit positiven Diagonalelementen ist.

Bewelis:
n=1 :klar, denn A;; = e;’Ae; > 0 wegen 'pos.def.’

n—1—mn: Wegen Aj; > 0 ist der erste GauB-Eliminationsschritt ohne Zeilenvertauschungen
moglich

Ajp | ox -k 0
tWa=1| 9 O R ;
. | BO i
0

Nach Hilfssatz (1.1.16) ist L(1) A A0k symmetrisch und positiv definit, also gilt

.. A ot
(L(l) A) Lt = 0 " = H W auf Grund der Symmetrie,
0 | B 0 B

wobei BM mit LM A LM" wieder symmetrisch und positiv definit ist. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt daher
B — () p@ ¢ ’
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wobei M®) untere Dreiecksmatrix mit Einsen-Diagonale und D) eine Diagonalmatrix ist.
Damit folgt

Ay O [ Ay 0t
o BWL | 0 MO pW
- t
1 o Ay 0 1 0o
o MmO o DO || o0 MO
Mit
1 o 1] 0o A
L = (L(l))fl _ . D = 11
0o M® | MO DM

folgt die Identitét
A=LD(L)" .

Da L; untere Dreiecksmatrix mit Einsen-Diagonale ist, folgt

Ajj = ' (WDL") ¢ = (L1);. D (In"),; = Djj .

(1.1.18) Folgerung
Zu jeder symmetrischen positiv definiten Matrix A € TR"*" gibt es eine eindeutige Faktorisie-
rung

A=LL!,
wobei L untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist.
Beweis:

Nach (1.1.17) gilt A = L1 DL,*. Wegen D = /D+/D mit v/D := diag(v/D11, -.., /Dpy) folgt mit
L:=IL VD

die Ezistenz.

Die Eindeutigkeit ergibt sich hier und in Satz (1.1.17) durch rekursive Auflosung der definie-
renden Gleichungen:

firi=1,...,n
fir j =1,...,7 16se

Beachte dazu L;. - (L').; = L;. - (L;.)* .
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Die rekursive Auflésung — von oben nach unten — der L definierenden Gleichungen ist der

Cholesky-Algorithmus:
Li.w (L)t = Ajj,1<j<i,1<i<n.

Dieser Algorithmus erkennt auch die (zumindest in Gleitpunktarithmetik unter Umsténden vor-
handene) Nichtdefinitheit. Seine guten Stabilititseigenschaften kann man nach Folgerung (1.1.9)
analysieren.

Besonders einfach kann man die im Anschluf} an Satz (1.1.8) zitierte a—priori-Riickwértsanalyse
(1.1.9)’(b) anwenden, denn mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt aus A = LL!

max |A; | = max Aj .
1<i,j<n 1<i<n

1.2 QR-Zerlegung

Um zusitzliche Konditionsverschlechterungen zu vermeiden, verwendet man nicht die LR—Zerlegung,
sondern eine QR—Zerlegung:

(1.2.1) QR—Zerlegung
Gegeben A € R™*™ | m > n . Dann heifit die Faktorisierung

A=QR,Q € R™™ orthogonal , R € IR™*"™ obere Dreiecksmatrix ;

eine QR-Zerlegung von A.

Eine Moglichkeit zur Erzeugung einer QR-Zerlegung bietet

(1.2.2) Householder—Spiegelung
Sei w € R™ ! | |jw||s =1 . Dann heifit

H = E - 2uwuwt,
Householder—Spiegelung. Fiir u € span(w) , u # 0, gilt

t
_ —1,,.,t . _ Uy
H = F — 7 uu"® mit T= "5 .

(1.2.3) Bemerkung
Die Householder—Spiegelung ist symmetrisch und orthogonal.

Beweis:

H=F-2wuw, w'w=1= H = F 2" v’ = H,
H'H = (E—2wwt)(E—2wwt) = E-2ww — 2w +4ww’ wu' = E.
1

o~
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(1.2.4) Satz
Seiz € R" , z ¢ span(e1). Setzt man o € {+||z||s, —||z|l2} , v =2z +oer , 7 := (ul uw)/2,
so ist

H=E — ' uudl

eine Householderspiegelung mit
Hxr = —0ce; .
Beweis:

Wegen z ¢ span(e;) ist u # 0. Mit w = u/||ul|2 folgt
(*

~

(B —2ww')z = z —u(2ulz/ulu) = z—u = —oep ; (*) gilt wegen
utu = (z +o0e))(z+oe1) = 2z +oeilz+ ozxle; +o%eite; = 2(z +oey)lz = 2ulz .
——

=oeilz =zlz

O
Fiir eine tatsidchliche Programmierung geeignet ist folgende Version, aus der man auch die arith-
metische Komplexitéit ablesen kann:

(1.2.4’) Elementare Householder—Spiegelung H, = (E — m—luul)
Gegeben: z e R™ |, £ #0, x & span(ey).

Gesucht: u € R™ , 0 € R mit (E —n'uul)z = —oe, mit m = %utu.
Bestimmung von u, 7 und o durch:

1 = max ; z;| 3 'Skalierung' zur Vermeidung von
( ) n 1< < m| z| ) ( g g

(2 zyi=xz;/n,i=1,...,m; Exponentenunter [tuberlauf in (3) )
3) v:=sign(zq) - %24—...—{—%2; sign(z1):=1, falls 1 =0

1 1 m 1 1
~ ~ s (5|5 wluy—1,
(4) wy =11+ v (u =17 + sign(z1)[|zll9e1 , H = (E — (¥5°)" uu’)
(6) m:=v-|uyl; (denn %utu = ul7 ; W7 =77 + sign(z1)||z]|9zq)
(6) o:=mn-v;
O

Bemerkung

Die Wahl o := sign(z1)|z|s firz = [z; : 1 < i < n] ergibt keine Auslischung bei der

Berechnung von u und 7—!. o

Veranschaulichung der beiden Vorzeichenwahl-Moglichkeiten in den Abbildungen 1.1 und 1.2.
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Hyperebene{ z: ut z=0}

X u=x+ sign(x_1)|x| el

sign(x_1)|x|e 1 span(e_1)

Abbildung 1.1: Stabile Householder-Spiegelung

u=x-sign (1) | x| ey

H x span(e_1)

Hyperebene{ z: ut z = o}

Abbildung 1.2: Instabile Householder-Spiegelung

(1.2.5) Satz  (QR-Zerlegung)
Sei A € R™*™ | m > n.Dann existiert @ € IR™*™ orthogonal, und eine obere Dreiecksmatrix
R € R™*™ mit

A=QR.

Beweis:
Wir fithren den Beweis konstruktiv iiber den folgenden

(1.2.5”) Algorithmus zur QR—Zerlegung (mittels Householder—Spiegelungen)
Gegeben: A € R™"™ |, m>n.

Gesucht: @Q € IR™*™ orthogonal derart, dafl
Q' A = R obere Dreiecksmatrix ist.

AD = A 7= min{m —1,n} ;
fiir k :=1,2,...,n fiithre durch
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(0) gegeben A®) mit Ag-c) =0,7<i<m,1<j<k;

Falls (1) maxi<i<m |A§’,:)| > 0, dann

(2) berechne zu z := [Ag,’z) k <i<m] e RMTI=F) eine
elementare Householder-Spiegelung H € IR(m+1-k)x(m+1-k)
Hx = —0o [5ik]k§i§m e Rmt1-k
Mit der Einheitsmatrix E € R*E-Dx(k-1) getze

mit

E |0
H®) .= € IR™*™ orthogonal
0 H

(3) A+l = (k) Ak)

sonst

(4) AK+D .— gk . HE&) .— F e Rmxm .

o
Ergebnis: R := A®t) ¢ R™*" ist obere Dreiecksmatrix , R = H® ... . HU A bzw.
A= QR mit(denn H®' = H®))
Q = HY ..., . HM ¢ Rm*m™ orthogonal.
O

(1.2.6) Bemerkung  (arithmetischer Aufwand fiir (1.2.5%))
Fiir A € IR™*™ benétigt man fiir obige QR-Zerlegung (1.2.5")

n2(m — %) +... flops (1 flop = 1 Addition/Subtraktion und 1 Multiplikation/Division),

im Fall n = m also %n?’ + O(n2) flops fiir die QR—Zerlegung , und zur Ldsung von Qy =b
und des Dreiecksgleichungssystems Rz =1y
%n2 + O(n) flops .

Dabei stehen die Punkte ’..." fiir ein Polynom in n und m von niedrigerem Gesamtgrad als der
angegebene Hauptterm.

Beweis als Ubung.

Algorithmus (1.2.5°) hat also fiir m = n eine doppelt so hohe Komplexitit wie die GauB-
Elimination.

3

n 2 £is _Elimi .
arithmetischer Aufwand B O(n*)  fiir Gauf-Elimination
bei GauB-Elimination

2
By 4+ O(n)  fiir Dreiecksgleichungssystem

Die guten Stabilitéitseigenschaften der Q R—Zerlegung erkennt man auch daran, dal keine Kondi-
tionsverschlechterung beim Losen der zerlegten Gleichungssysteme auftritt (Beweis der folgenden
Bemerkung als Ubung).
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(1.2.7) Bemerkung
Sei A = QR € R™" nichtsinguldr und b € IR" . Die Losung von Az = b erhilt man durch
Losen von Rz = Q. Dabei gilt

condz(R) = conda(A) .

Eine Anwendung der () R—Zerlegung ist die 'Losung’ iiberbestimmter Gleichungssysteme
Az =b, Ac R™", beR™ mit m >n .

Als Verallgemeinerung des Losungsbegriffs suchen wir ein z+ € IR” mit minimalem Defekt in
der 2-Norm, eine sogenannte 'Least—Squares—Losung’:

z7 € R" mit ||Az"T —blls = min ||[AyT — b2 .
y € R"

(1.2.8) Satz
Sei A e R™"  beIR™ mit m >n .Hat A vollen Rang, rang(A) = n, so gilt fir A = QR
mit den Blockzerlegungen

R b
R= [, Qb= |2
0

~ 7

by

daB die obere Dreiecksmatrix R € IR™" nichtsingulir ist und z+ = R~1b; ist, d.h. 2T 1ost

R.CC+ == b1 .

Beweis:
rang(R) = rang(QR) = n nach Voraussetzung iiber A. Damit ist R nichtsingulir und
z+t = R~lb; wohldefiniert. Fiir y € R gilt
Ry
Ry = |——| »
0
und damit

1Ay —bll.* = Q(Ay —b)[2* = |QYQR)y — Q%|.° = ||Ry — Q"b||”

~ o~ 2 ~ 2
= [[Ry —billa + 110 —bofl2 -
Da ||Ry — by ||z > 0 ist fiir y # z* (und ||[Rz™ — b1||s = 0 ist), folgt die Behauptung.



Kapitel 2

Interpolation

2.1 Allgemeine Betrachtungen zur Interpolation

In diesem und dem nichsten Kapitel behandle ich die ndherungsweise Darstellung von Funktio-
nen. Die erste Moglichkeit ist die Interpolation , die zweite Moglichkeit die sog. beste Approxi-
mation . Die Interpolation ist die ’exakte Wiedergabe in endlich vielen Punkten’. Zur Wiedergabe
verwendet man Funktionen einfacher Bauart, die giinstig weiterverarbeitet werden kénnen z.B.
beziiglich der Auswertung in anderen Argumentpunkten, beziiglich der Integration usw. Die
Bauart wird gegeben durch

vV c R/ := {f:J — R Abbildung }.

I.a. wird
VcCJ)=C%J):={f:J— R|f stetig },

sein. Analog zu C°(J) sei

C*(J) :={f : J — R f k-mal stetig differenzierbar } , k € IN.

(2.1.1) Definition

Gegeben sei J ¢ R4,V C R und eine endliche Punktmenge I = {z1,...,z,} C J von n
paarweise verschiedenen Punkten {z1,...,z,}.

(a) Zu n Werten yi,....,y, € IR heiit v € V  Interpolierende aus V fiir die Wertepaare
(zi,9i),1 =1,...,n, wenn
v(z;) =vi, 1 <i<mn.

(b) Zu f € C(J) heilt v € V' Interpolierende aus V fiir f auf I, wenn

o(t) = f(t), te .

27
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(2.1.2) Bemerkungen (und Bezeichnungen)
(a) Ist V C C(J) Teilraum, dimV < oo, dann spricht man von linearer Interpolation.
Das Beispiel ist die Polynominterpolation

V="P,l;={pls: J = R|p Polynom , grad(p) < n} .

IP,, sind die Polynome der sog. Ordnung n , d.h. vom Hochstgrad n — 1 . La. unterdriicke ich
die ausdriickliche Angabe des Definitionsbereiches J und schreibe kurz IP,, anstelle von IP,,|;.

(b) Ist V kein Teilraum, so spricht man von nichtlinearer Interpolation. Beispiel ist die ’ratio-
nale Interpolation’ durch

V={p/qg:pePy,qePy:q(t) #0,t € J}

(c) JCIRYd>2,ist sog. 'mehrdimensionale’ Interpolation .

O
(2.1.3) Satz  (Existenz und Eindeutigkeit bei linearer Interpolation)
Sei V. = span({ui,...,un}) C R’ . Dann gilt
(a) Zu den n paarweise verschiedenen Punkten x1, s, ...,z, € J existiert zu beliebigen
Y1,Y2,---,Yn € IR genau eine Interpolierende aus V auf I := {z1,z9,...,2,} dann und nur
dann, wenn

(¥)  det([uj(zi)]i<ij<n) #0 -

(b) Sei dim V = n . Zu je n paarweise verschiedenen Punkten z1,z9,...,2, € J ist die

Interpolationsaufgabe auf I = {z1,x9,...,x,} bzgl. V fir beliebige y1,y2,...,yn € IR eindeutig
l6sbar genau dann, wenn jedes v € V,v # 0, hochstens n — 1 Nullstellen in J hat.

Beweis:

(a) v €V interpoliert (z;,vy;) ,4=1,..,n; fiir beliebige y1,y2,...,yn <=
v = ZajuJ- , Zajuj-(:ci) =vy;, 1 <i<mn; fir beliebige y1,y2,...,yn <

fir die Matrix dieses linearen Gleichungssystems gilt

det ([u;(7:)]1<ij<n) # 0

n
(b) Es existiert v = Zl aju; #0, v(z;)) =0, 1<i<n
‘7:

<= (da {ui,...,un} linear unabhingig ist)

das homogene lineare Gleichungssystem [u;(z;)]1<ij<n [¥jli<j<n = 0 hat eine nichttriviale
Losung [aj]i<j<n # 0

< det([’u,j(IIIi)]lSi,an) =0.
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(2.1.4) Haarsche Teilriume
n—dimensionale Teilrdume V' = span({u1,...,un}) heiflen Haarsche Teilrgume, wenn Eigen-
schaft (2.1.3)(x) gilt fiir je n paarweise verschiedene Punkte z1,zs,...,z, € J.

O

(2.1.5) Beispiele (fiir Haarsche Teilriume)

(a) V=1, ,J CIR beliebig mit |J| > n (= dim P, ) . Dabeiist |J| die Anzahl der
Punkte in J.

(b) V = span({1,cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), ... ,cos(nt),sin(nt)}) , und

J Cla,b] mit (b—a) < 27 (und natiirlich |J| > 2n+1(=dimV ) ).

Beweis:

Man priife jeweils die Nullstellenbedingung aus (2.1.3)(b) nach.

Verwendbarkeit der Interpolation :

Nur bedingt brauchbar ist die Interpolierende als gute Nidherung bei grofler Zahl der Interpolati-
onspunkte oder bei grolem Intervall.

Brauchbar ist die Interpolation im Zusammenhang mit speziellen Werten der Funktion f bei
kleinem Intervall [minz;, max z;] und nicht zu hoher Zahl der Interpolationspunkte.

Seien f bzw. die Funktionswerte von f in den Punkten z1,Zs, ..., 2, gegeben und sei f die
Interpolierende der gerade betrachteten Bauart zu den Werten {(z;, f(z;))|1 <i<mn}.

Gesucht ist ersetzt durch  Name der Vorgehensweise
fabf(m)dm = f: f(z)dzx Interpolations—Quadratur , s. (4.1) und (4.2)
f(zo), ®o #21,...,2p, = f(aco) Interpolation in einer Wertetafel, falls

xo € |mini<i<p i , MaXi<i<n T

Ezxtrapolation , falls
o ¢ ] minlgisn Zi, maxlsign :L‘Z[

f(z) = fUz) numerische Differentiation

R

mingcq 5 f(7) = mingepqp) f(7) ndherungsweise (grobe) Minimierung , s. (2.2.8)

Die Prézisierung von ‘grofem’ bzw. ’kleinem’ Intervall in diesem Zusammenhang ergibt sich aus
den Fehlerabschatzungen der folgenden Abschnitte: |f(z) — f(z)| =7
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2.2 Polynominterpolation

Polynominterpolation ist gut bzw. brauchbar bei wenig Interpolationspunkten und kleinem Inter-
vall. Hiufig kann man diese Situation erreichen durch stickweise Polynominterpolation (vgl. die
zusammengesetzten Interpolations—Quadraturformeln in Abschnitt 4.1).

(2.2.1) Satz  (Lagrange-Form des Restglieds/Fehlerabschitzung)
SeiJ=[a,b e R,a<z1 <z2<..<z, <b,feC™J)und p € Py, :p(z;) = f(z:),1l <i<n.
Dann gibt es zu jedem z € J ein &, min(z, z1) < ¢ < max(z, z,), mit

(n) n
f@) - pa) = O [ - 22)

n!
i=1

Beweis:

oE.z ¢ {z1,...,2,}. Dann betrachte die Hilfsfunktion z — d(z) := f(z)—p(z)—%@(z)
mit ®(z) := [[;(z — ;) . d hat n + 1 verschiedene Nullstellen z1,...,z, und z. Nach dem
Mittelwertsatz hat d®) mindestens eine Nullstelle ¢ €] min{z1, .., z,, 2}, max{z, .., z,, z}[. Da
p(™ =0 wegen deg p <n — 1, und ®™ = n! wegen ®(z) = 2" + ... . Auflésen nach f(z) — p(z)
ergibt die Behauptung.

a
Das Interpolationspolynom hat also eine dhnliche Giite wie das Taylorpolynom
q : q(Z)(‘Tl) :f(Z)(‘Tl) ’ l :05"'an_ 1 )

fiir das ja gilt

(n)
£o) ) = Oy

Zwischen diesen beiden ’Extremen’

— interpoliere die 0—te bis (n — 1)-te Ableitung in einem Punkt
— interpoliere die 0-te Ableitung in n verschiedenen Punkten
sind alle "Zwischen-Aufgaben 16sbar, z.B. gilt

(2.2.2) Hermite—Interpolation

Zu n verschiedenen Punkten z,, %, ..., z,, € I = [a,b] C IR existiert zu yy, Yo, .-, Yps Y1 Yhy - Yy €

IR genau ein p € Py, mit p(z;) =y, , P'(z;) =y, i=1,...,n.
O

Beweisskizze zu (2.2.2) analog zur folgenden Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms:

(2.2.3) Lagrange—Darstellung  (des Interpolationspolynom)

2) = - (2 mit L(z) — (—z1) - (@)@ —Tj1q) o (T —zp)
p(z) 9221 yj li(z) mit 1;(z) (mj =) (g — 2y )@y — ) e (25— 2)

Denn offensichtlich gilt ; € Py, , I;(z;) =&
pEIPn ’ p(xz) =Y, i = ]-a"'an .

ij» 1<%,7 <n, und damit
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Beweisskizze fir Hermite-Interpolation (2.2.2):

Finde l;; € Py, mit I;;(z;) =0, i=1,...,n, und Lii'(z;) =6, , i=1,...,n.

©j
Dann 16st offensichtlich

p(z) = Z Y; Lio(z) + Z y; 11 (x)

die Aufgabe (2.2.2).
O

Wie findet man /;; und 1,7
l;; hat die doppelten Nullstellen z; , ¢ =1,..,j — 1,5 + 1,..,n, und die einfache Nullstelle z; .
Bis auf einen Faktor ¢ — den man so wihlt, daB [;;'(z ;) =1 gilt - hat [,; also die Gestalt

2. 2

lji(z) = c(z— ) T — xj_1)2 (z—x;) - (z— .1‘j_|_1)2 et (T — )

[, konstruiert man &hnlich.

J O

Zum Nachweis der Existenz — und fiir viele andere prinzipielle theoretische Fragestellungen —
ist die Lagrange—Darstellung des Interpolationspolynoms geeignet. Der Nachteil der Lagrange—
Darstellung: eine Erhéhung der Genauigkeit durch zusitzliche Interpolationspunkte erfordert
eine vollige Neuberechnung der ;. Diesen Nachteil vermeidet die

(2.2.4) Newton—Basis  (zur Polynom-Interpolation in n + 1 Punkten xg, ..., 5, )
]f)ie NewltonfBasis {No, .-, N, } ist gegeben durch Ny(z) = 1 und N,(z) := (z—z¢)-...-(z—7;_,)
ir 7 > 1.

Wie bestimmt man die Koeffizienten c; in der Linearkombination des Interpolationspolynoms

J
n—1
p(.’l)) = ch Nj ) p(:cz)zyz,z:O,,n—l?
=0

Dies geschieht iiber dividierte Differenzen, deren rekursive Definition sich aus der folgenden
Bemerkung sofort ergibt. Zur etwas weniger schwerfilligen Darstellung indiziere ich die Punkte
Zg, ..., T, und die N; nach ihrem Grad.

(2.2.5) Bemerkung
Der Hochstkoeffizient des Interpolationspolynoms in Newtonform geniigt der Rekursionsformel

Cnf1($1---37n) - Cnf1(370---55n71)
(‘Tn - ‘TO)

cplzgeexy) = ,n>1.
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Beweis:
Zur Verdeutlichung versehe ich die Interpolationpolynome und ihre Hochstkoeffizienten mit ih-

rem Grad und den Punkten, in denen sie interpolieren:

Pn—1(zg...z,,_1)(.) interpoliert in z, ...z, _;;

T, —T T —
Lgeeennns z, )(T) = -1(®g-.-T,_1)X) + —1(zy...x, )(T
pn (g n)(2) xn—xopn 1(Zg--2p,_1) () $n_$opn 1(z1...2,) (2)
denn das rechts stehende Polynom ist vom Grad n und interpoliert wegen ;"__;0 + % =1
in z,,...,z,,_;, und offensichtlich auch in z;, und z,,. Der Hochstkoeffizient c,(z,...z,) von p ist
aber gleich
1
x, — (—eno1(@tp1) + cn 1 (@102y))
O

Wie in (2.2.5) definiert man rekursiv dividierte Differenzen n—ter Ordnung

(2.2.6) Dividierte Differenzen

Zu Paaren (z;,y;) , ¢ = 0,...,n mit paarweise verschiedenen {z; , i = 0,...,n} ist fir n = 0
die dividierte Differenz 0-ter Ordnung [z;] := y;, und fir n > 1 die dividierte Differenz n-ter
Ordnung

[21...2,) — [Ty ]

(xn _'xO)

[Zg...Ty) =

(2.2.7) Newtonform des Interpolationspolynoms
(a) Seien {zo, ..., zn_1} paarweise verschieden. Dann gilt fiir das Interpolationspolynom p € 1P,
mit p(z;) = f(z;) , 1=0,...,n — 1,

n—1 j—1
p(z) = [zoa;] [[(&—mi) .
=0 i=0

Fir z ¢ {xo, ..., tn—1} gilt die Fehlerdarstellung

n—1

f(z) —p(z) = [z0...Tp_17] H(w — ;) -
i=0

(b) Seien {zg, ..., z, } paarweise verschieden, und f € Cn([ min z;, max w,]) Dann existiert
0<i<n ' 0<i<n

¢€ ] min z;, max z;| , so daB der verallgemeinerte Mittelwertsatz gilt
0<i<n 0<i<n

™)

n!

[w@nxn]:
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Beweis:

Die Darstellung von p folgt wegen (2.2.5) durch Induktion.
Sei p € IP,, mit p(z;) = f(z;), i =0,...,n — 1. Dann gilt nach der Newtonform des Interpolati-
onspolynoms fiir den zusétzlichen Interpolationspunkt z

p(z) + [z0..-Tpn_17] 1:[(37 —z;) = f(z).
1=0

Fiir z = z,, gilt andererseits nach (2.2.1)

() (g ")
Fle) —pan) = T T @, 0.
=0

O

Wo kann man Hermite-Interpolation gebrauchen? Eine Anwendung ist die sog. eindimensionale
Suche als Teilaufgabe von Minimierungsalgorithmen fiir f : R¥ — IR:

Gesucht ist z* € RF mit f(z*) = min f(z) .
z€IRF

Gegeben x4 € IRF und eine Abstiegsrichtung sq; € R fiir f € C1(IRF), d.h. es gilt
h]in+10 (f (@ait + hsar) — f(zar)) /b < 0.

Gesucht Tpey = Tapt + t*Sqr mit f(xgy + t*sat) = Ig;iglf(walt +tSat) -

(2.2.8) Ndherungsweise Minimierung
Gegeben ¢ :] —e,00[— IR, € >0, und ¢ € C' (] —&,00]) mit ¢’(0) < 0.
Gesucht t* > 0 (Existenz vorausgesetzt) mit

p(t7) = minp(?) .

1. Schritt: Gewéhlt sei A; > 0. Finde p € IP3 mit

p(0) = ¢(0) , p'(0) = ©'(0) , P(A1) = (A1) ;

bestimme Ao mit p(Ag) = gir(}p(A) (dh. p'(Ag) = 0).

2. Schritt: Finde p € IP4 mit

p(0) = (0) , p'(0) = ¢'(0) , p(A1) = (A1) , p(A2) = (As) ;

bestimme A* € 10,A] mit p(A*) = 0<11A1i<nA p(A) (d.h. p'(A2) = 0).
1

Wiederhole 2. Schritt mit Ay := Ag , Ag := A* | bis ein geeignetes Abbruchkriterium (z.B.
©(A*) < (0) + By’ (0)A* mit einer Konstanten 0 < 8 < 1) erfiillt ist.
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2.3 Splines: Interpolation und andere Anwendungen

Splines bestehen aus Polynomstiicken, die glatt aneinandergeheftet sind.

(2.3.1) Definition  (Polynomsplines)

Seim € IN, I = [a,b], T = (79, Ty, .-, Tiyy1) €ine Zerlegungvon I : a =7, <7 < ... <7y, =b.
Dann heiit s : I — IR (Polynom—)Spline der Ordnung m mit den Knoten {7; | 0 <i < N+1},
wenn gilt

(a) s €P,, 1<j<N+1;

]Tj_ij[
(b) s€C™2(I).
Dabei ist (fiir m = 1) C~1(I) die Menge der stiickweise (rechtsseitig) stetigen Funktionen.

Sm /(1) bezeichnet die Menge aller Splines der Ordnung m zum Knotenvektor 7.

O
Splines der Ordnung m sind fiir
m = 1: Treppenfunktionen mit Sprungstellen in den Knoten;
m = 2: Polygonziige mit Knicken in den Knoten;
m = 3: quadratische Splines € C1 ;
m = 4: kubische Splines € C?; die Splines schlechthin, vgl. (2.3.2);
m = 6: quintische Splines € C* .
Motivation fiir kubische Splines resp. Splines gerader Ordnung ist die folgende
(2.3.2) Minimaleigenschaft interpolierender Splines  (gerader Ordnung)
Sei m = 2k und 1 = (74, 7y, .-, Tyy1)- Dann minimiert s € Sy (7) mit
sD(r) =0, sV (ry11) =0, j=k,..,2k — 2 ; (sog. natiirliche Randbedingungen)
und den Interpolationsbedingungen
s(rj)=y;,j=0,.,N+1;
unter allen C*([rg, 7 41])-Funktionen f, die ebenfalls die Interpolationsbedingungen
f(tj) =vy; , 7=0,..,N +1; erfiillen, das Funktional
TN+1
/ |7 ®)(2)]2dz — min!
7o
O

Speziell der kubische interpolierende Spline (mit natiirlichen Randbedingungen — oder auch mit
allgemeinen Randbedingungen, s. Ubungen) minimiert also

TN +1
/ If"(z)]2de — min!
”

0

welches fiir kleines oder kaum variierendes |f’| eine gute Niherung fiir die mittlere quadrati-
TN+1 f” (.’E)
/( 7

2
—) dz ist. Aus diesem Grund wurden frither elastische
7o 14 f'(z)?]

sche Kriimmung
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Lineale, sog. splines, im Schiffsbau zum Entwerfen glatter Schiffsformen benutzt. Diese Funkti-
on iibernehmen heutzutage (mathematische) Splinekurven z.B. beim Karosserieentwurf in der
Kraftfahrzeugindustrie (die Historie dieser Entwicklung wird von Bézier — einem Mathematiker
beim Kfz-Hersteller Renault — beschrieben in dem Buch von Farin, G.E.: Kurven und Flichen
im Computer Aided Geometric Design : eine praktische Einfithrung. Vieweg Verlag 1994, ISBN
3-528-16542-1).

Beweis der Minimaleigenschaft (2.3.2) fiir £ = 2:

Wir zeigen die Orthogonalitatseigenschaft
(2.3.2") SV = s)"s"dx = 0.
Daraus folgt (2.3.2), denn:

Jmpda = [(s"pan= [ (575" + 57

= /(f" —8")(f" = s")dz , danach (2.3.2") /(f" - 8")s"dz =0 ;

> 0 fiir f” # 5",

Aus f" = " f.ii. folgt aber f = s auf Grund der Randbedingungen f () = s(7) und
frns) = s(tv1)-

<
Nachweis von (2.3.2’): Durch partielle Integration folgt
N
/T+1 // s'"dr = Z(f 5) / s Tit1 . Z/TH / s®dzx
Ti i=0
N )
Ti — T™~N+1 — 0 Ti+1 3
:—f—SIS” + /// f—S’S" + / (f—S)IS()d.’E
TR RIS ST T >/

Der 1. und 3. Summand verschwindet auf Grund der natiirlichen Randbedingungen, der 2.
Summand auf Grund der Stetigkeit von (f —s)’s”. Nochmalige partielle Integration ergibt wegen

s®) = const und s = 0 f.ii.
75T [
Tz + Tz-i—l Tit1
_ -0
20: )]

auf Grund der Interpolationsbedingungen (f — s)(7;) =0,i =0,..., N + 1.

Mit Hilfe der sog. abgeschnittenen Potenzen ,

(z — )+ = 1

m—1 0 , T T;
(‘IE - Ti)mi , Tg S z

erhilt man eine Basis von S (7):
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(2.3.3) Satz
Sei 7 = (19, 71, ---; Tnv+1). Dann hat Sy, (7) die Basis

m—1

(IL'—T())j,j:O,..,m—]_; (x_Ti)+ ,1=1,...,N .

Insbesondere gilt
dim Sm(r) =m+ N.

Die Dimension ist also die Splineordnung + Anzahl der inneren Knoten .
Beweis:

Man zeigt durch Induktion fir £ = 1,..., N + 1, daB fiir s € Sy (1) die folgende Darstellung gilt
m ' k-1
12) = Zaj(l‘ - 7'0)J71 +ZCZ'(.’L‘ — Ti)T_l , TS T < T .
Jj=1 i=1

Fir k£ = 1 ist dies klar wegen s ‘[7_0 | € IP,,. Sei diese Darstellung richtig fiir 70 <z < 7 .
7
Setze

oo[ e P,,.

= Zaj(x — )+ Zcz(w — TZ')T_I , To <@ < oo mit s [Th_1,

Taylorentwicklung von s — s um 7 ergibt wegen (s — si) V) (e, +0)=0, 1 >m,

m— 1

Z (s — si) O Tk—i-O)

(s —sk)( (:v—'rk)l,'rkgzv<7'k+1.

=0
Wegen s € C™2 gilt
(s —s) (e +0) = sO(r4+0)—sD(r,—0) = 0,1<m—2.

s(m— 1)(Tk+0) _g(m— 1)(7;c —0)

Damit folgt fiir 7, <z < Tg41 mit ¢, = m =11
sk(x) fiir z < T
s(z) =
sp(z) + cp(z—m)™ Y fir 7 <z<TRyr,
= sk(x) + ¢ (.’II — Tk)_T_l fir 70<7< Ty -

Daf} dieses Erzeugendensystem linear unabhiingig ist, zeigt man ebenso Intervallweise von links
nach rechts.
O

Fir f: D ¢ R¥ — TR ist der Triger (oder support)

supp(f) = cl({z € D | f(z) # 0}).
Die im Satz (2.3.3) angegebene Basis hat den Nachteil 'nichtlokale’ Triger zu haben:

supp((z — 10)7) N [10, Tv+1] = [T0, Tv41) » 5 =10,.,m — 1

-1 .
supp((a: — Ti)_|_m ) N[0, ™n+1] = [T, TN 41], 1 =1,...,N .
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Spline-Basen mit lokalem Trager — B-Splines

(2.3.4) B-Spline m—ter Ordnung
Der B-Spline m—ter Ordnung zu den m + 1 Knoten 79 < 7y < ... < Tm, Bm/(70,-.c;,Tm) , ist
definiert fiir n = 1 durch

0, z<m1
Bi(ro,m)(z) =9 1 , n<z<m ;
y T1 <z
und rekursiv fiir m > 1 durch
r — T T — T
B (70,0, 7m)(x) = ————Bm—1(705 ey Tm—1) (%) + —— B —1(71, e, 7m) () -
Tm—-1—1T0 Tm — 71
O
Abbildung 2.1: B-Spline 1. Ordnung Abbildung 2.2: linearer B—Spline, d.h.

2. Ordnung — nichtiquidistante Knoten

Abbildung 2.3: kubischer B-Spline, d.h. Abbildung 2.4: kubischer B-Spline, d.h.
4. Ordnung — dquidistante Knoten 4. Ordnung — nichtiquidistante Knoten

Diese rekursive Definition wird veranschaulicht durch die Abbildungen 2.1- 2.4.

Fiir m = 3 ist die C'-Glattheit bei 79 und 73 klar, da auf Grund des Faktors fQ — TT% resp.
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%3__—73_01 sowohl 7y als auch 73 doppelte Nullstelle von B3(7y,..,73) ist. Fiir 7y und 7 hat man
das "Wunder’ der C'-Glattheit — wie C. de Boor sagte (vgl. auch de Boor, C.: A practical guide
to Splines, Springer Verlag 1978).

Um nicht durch fehlende Knoten fiir 'Randindizes’ in der Formulierung beeintrichtigt zu sein,
setze ich fiir die folgende Bemerkung einen Knotenvektor (7; | j € ZZ) voraus:

(2.3.5) Eigenschaften der B—Splines

Sei 7 := (15 | j € ZZ) mit 7j < Tj41, j € ZZ. Dann gilt fiir m € IN

(a)  Bm(7j-.-Ti ) ist Spline der Ordnung m zum Knotenvektor 7 ;
(b) Supp(Bm(Ti...Ti+m)) = [TiaTi+m] 5

(©) o1 Bm(riTim)(@) =1, 7, <o < 7, d.h. auf dem Intervall [, 7,[ bilden

die {Bm(Ti...Ti+m),l —m+1<4i<r} eine sog. Zerlegung der Eins’.

(d) {Bm(Ti...Ti+m) , I —m+1<i<r} bilden eine Basis von Sp([7},7r]) zur Zerlegung
T <. < Tp.

Beweis:

(a) Klar ist nach der rekursiven Definition der B—Splines die Eigenschaft

elP,, .

Bm(Ti...Ti+m) ‘}Tj’TjH[

Zum Nachweis der C™ 2-Glattheit zeigt man die Identitit

B (7i--Tiom) () = (Tivm — i) [TienTigm] (- — ) "

Dabei wird auf der rechten Seite die dividierte Differenz m-ter Ordnung der Funktion

t— (t— $)+m—1 bzgl. der Punkte 7, ..., T;1m gebildet. Dafl die rechte Seite als Linearkom-
bination der Funktionen {(7; — z)4+"""" | i < j < i+ m} eine O™ 2 Funktion ist, wissen wir
bereits.

Zum Nachweis obiger Identitit zeigt man, dafl die rechte Seite derselben Rekursionsformel geniigt
wie (per def.) die B-Splines. Fiir m = 1 ist die Identitét klar fiir x # 79, 71. Fiir m > 2 gilt diese
Identitat auch fiir x = 7, ..., 7, auf Grund der Stetigkeit von linker und rechter Seite.

Bemerkung: Hiufig wird die rechte Seite als Definition fiir B-Splines genommen.
(b) Durch Rekursion bzgl. m folgt
Bm (7T ) (2) > 0 fiir 7 <z < Ty ;

Bm (7T ) (z) =0 firz <7

Bm (7T, ) (2) =0 fiir 7 <z .

(c) und (d) zeigt man rekursiv wie (b).
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Wann kann man interpolieren? Offensichtlich unméglich ist die Interpolation fiir
T <z < Tl < oo < T < Tiy1 - Entscheidend fiir die Interpolationsméglichkeit ist ein
"wechselseitiges Trennen’ von Interpolationspunkten und Splineknoten.

(2.3.6) Satz  (Schoenberg-Witney)
Gegeben seien Knoten (75 | j = [,...,7 +m) , 7j < Tj41, und Interpolationspunkte (z; | j =
l,...,t+m), z; < zj41. Dann gilt

det ([Bm(fj...fjm)(xi)]l i< T) £0,

falls kein Diagonalelement verschwindet, d.h.

Bm(Ti"'Ti+m)(~Ti) #0,1=1,..7.

Fiir m > 2, d.h. mindestens stetige Splines, bedeutet dies
Ti < Ti < Titm -

Diesen Satz kann man zeigen durch Rekursion beziiglich der Splineordnung (siehe z.B. Himmer-
lin/Hoffmann).

Statt fiir Splines auf [a,b] = [79, Tn+1] zusitzliche Funktionswerte zu interpolieren wie im Satz
von Schoenberg und Witney, kann man in den Knoten interpolieren und zusétzliche Bedingun-
gen in den Randpunkten stellen (ich betrachte nur kubische Splines — es geht auch allgemeiner):

(2.3.7) Kubische Splines mit Randbedingungen
Gesucht ist zu 7 : 79 < 71 < ... < Tn41 ein Spline s € Sy(7), der eine gegeben Funktion f in
den Knoten interpoliert:

s(r)) =f(m) , 0<i<N+1;
und
(a) s'(10) = f'(m0) , s'(Tnvy41) = f'(Tn41) (allgemeine Randbedingungen fir f € C1)
(b) $"(10) =0, s"(rn+1) =0 (natirliche Randbedingungen)
(c) §'(m0) =s'(7n+1) 5 §"(10) = 8" (7n+1) (periodischeRandbedingungen)

fir periodisches f mit f(79) = f(7n+1) -
O

Die Existenz wird nicht durch den Satz von Schoenberg-Witney abgedeckt. Diese interpolie-
renden kubischen Splines mit Randbedingungen existieren ebenfalls — ihre Existenz mufl aber
gesondert gezeigt werden (vgl. Ubungen).

Freiformkurven mittels B-Splines

(2.3.8) B-Spline-Kurven
Seim >2und (15 : j =l —m+1,...,r + m — 1) ein Knotenvektor. Zu d; € R, j=1-—m+
1,...,r — 1, heifit

r—1
[r,77] 2 ¢ +— Z Bm(Tj...Tj+m)(.’II) d; € RF
j=l—m+1
B-Spline-Kurve der Ordnung m mit den Knoten (7;) und den Kontrollpunkten (dj). 0
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Bei solchen Kurven sind fiir m > 3 also a priori Knicke ausgeschlossen. Man kann aber der
rekursiven Definition der B-Splines auch bei zusammenfallenden Knoten, z.B. 79 < 71 = 79 < 73
fiir m = 3, vgl. Abb. 2.6, einen Sinn geben, wenn man nur die Division durch 0 vermeidet:

(2.3.4’) B-Splines  (mit mehrfachen Knoten)
Der B-Spline m—ter Ordnung zu den Knoten 79 < 71 < ... < 7y, ist definiert fiir m = 1 durch

1 <z <T ;
Bq(m9,m1)(x) = ’ - ’

1(70,71)() { 0 , sonst

(d-h. By =0 fiir 79 = 71) und mit
T —T;
W‘% ; falls Tj < Tj+N
wj, p() =
0 , sonst

rekursiv fir m > 1 durch

Bm(T(), ,Tm)(x) = wO,m—l(w)Bm—l(Tm ...,Tm_l)(.’L') + (1 — wl,m—l(iﬂ))Bm—l(Tl, ,Tm)(iL‘) .
O

Offensichtlich erhalt man fur 79 < 7,1 und 71 <7, die fritheren Vorfaktoren

T —Tj _ -1 wmd  1— T—Tj ‘ _ Tm— %
Tj+m—1~ Tj | =g Tm—1 — T0 Tj+m—1 = Tj| =1 Tm — T1°

Genau so offensichtlich ist By (75, ..., i+ m) Z 0, falls
Tj < Tj+m »

ist — was wir von jetzt an immer voraussetzen. Durch Rekursion bzgl. der Splineordnung kann
man zeigen

(2.3.9) Satz

Fallen k£ der Knoten 7j, ..., Tj1m zusammen, 1 < k < m , so sinkt die Differenzierbarkeit von
Bin(Tjy ey Tjtm) in diesem k—fachen Knoten auf C™ 17, O
Fiir einfache Knoten, i.e. & = 1, erhilt man wieder die C™ 2-Glattheit, fiir einen m-fachen
Knoten die C'~!-'Glattheit’.

Ich veranschauliche fiir Splineordnung m = 3 die mdglichen Fille mehrfacher Knoten in den
Abbildungen 2.5 — 2.8.

Bemerkung (erweiterter Knotenvektor)

Seien N innere (hochstens (m — 1)-fache) Knoten 79 < 71 < 1 < ... < 7y < Tn41 gegeben.
Dann benétigt man nach (2.3.5) fiir die B-Splines als Basis von Sy ([70, 7n+1]) zusitzliche
Knoten

Tomt+l S Tomy2 <o 705 TN41 S TN42 S oot S TN -

Héufig ’erweitert’” man den gegebenen Knotenvektor um die m—fachen Knoten 79 und 7n41

Z'():T():...:Tg<7'1STQS...STN<Z'N+1:TN+2:...:TN_|_ml.

v~

m-fach m—ELch
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Abbildung 2.5: quadratischer B—Spline, Abbildung 2.6: quadratischer B—Spline,
2—facher Randknoten 2—facher innerer Knoten

+
+

[
of +++‘

L L L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 05 1 15 2 25 3

Abbildung 2.7: quadratischer B-Spline, Abbildung 2.8: quadratischer B-Spline,
zwei 2—-fache (Rand—)Knoten 3—facher (Rand-)Knoten

(2.3.8’) B-Spline-Kurven (mit eventuell mehrfachen Knoten)
Seim >2und (75 : j =0,...,N) ein Knotenvektor, wobei 7; , j =1,..., N hochstens (m — 1)
fach, 7o und 7y11 m-fach sind. Zu d; € RF, j=—m+1,...,N, heifit

N

[10,™N41[2 T — Z Bm(Tj...Tj+m)(x) dj c Rk
j=—m+1

B-Spline-Kurve der Ordnung m mit den Knoten (7;) und den Kontrollpunkten (d).

J O

Da die inneren Knoten hochstens (m—1)—fach sind, ist obige B-Spline-Kurve (2.3.8’) mindestens
stetig auf [o, 7n+1] (hier habe ich 0.E. 7, = 79 und 7, = 741 gesetzt).

Die rekursive Definition der B-Splines erlaubt fiir Linearkombinationen von B-Splines die Be-
rechnung von Funktionswerten, Werten von Ableitungen, und Werten von Stammfunktionen
iiber eine 'kurze’ Rekursion.

Ich veranschauliche dies am folgenden Algorithmus von de Boor, der den Algorithmus von de
Casteljau, der rekursiv Polynomkurven auswertet, auf B-Spline-Kurven iibertrigt. de Casteljau
war beim Kfz-Hersteller Citroén etwa zur selben Zeit wie Beziér bei Renault.
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(2.3.10) Satz

Sei s(z) = Z Bm( Tj+m)(:v) dj. Dann kann man fir 7, <z < 7441, [ < k < r den
j=l—-m+1

Wert s(z) berechnen durch die Rekursion
fir j=k—m+1,...,k
1
dJ( )= d; ;
fir 1=2,....m
fir j=k—m+1,..,k

dJ(l) = (1 B wj,me-l(-’E)) d(l 1) + Wi m— H—l( )dg'l_l) ;

Beweis:

Man wende fir [ =1,...,mm — 1 die rekursive Definition (2.3.4’) an

Z d; Bm _]+m)( )
= Z d; [Wj,m—l(w)Bm-1(Tj---Tj+m-1)(w) +(1- wa'+1,m—1(w))3m-1(Tj+1---Tj+1+m-1)(w)]

Z Bm-1(7-71m-1) (@) [wjm-1(z)dj + (1 — wjm-1(z))dj-1]

k _ ;
= Zj:lc—m—l—Q Bm-l(Tj"'Tj+m-1)($) _wj,m_l(x)d](-l) + (1 — wj,m_l(:v))d](l_)l firm, <z< Thk+1 »

_. 42
= dj
k [ 2 @) ] .
= Zj:k—ers Bm-2(7---Tjym-2) (%) _Wj,m72($)dj + (1 - wj,m72(l'))dj_1_ fir 7, <z < TRy,
. ®
=:d;
Nach insgesamt (m — 1)—maliger Anwendung der rekursiven Definition der B—Splines erhélt man
k
=Y Bilm)@d™  firn <z <ng
= d,gm) fir iy <2 < g1 -

Die Rekursion in (2.3.10) kann man durch Umindizierung auch schreiben als
fir j=1,...,m

dj) = dymsj ;

fir 1=2,....,m
fir 3=1,....m

dj(l) = (1 - wkfm+j,mfl+1(~77)) d](l__ll) + wkfm+j,mfl+1(x)d§'l_l) ;
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Da die Rekursion in (2.3.10) gerade Konvexkombinationen aus dg-ljll) und dg-l*l) bildet, folgt
sofort

(2.3.11) Satz
.
Sei s(z) = >, Bm(Tj...Tj+m)(.’E) d; B-Spline-Kurve. Dann gilt fiir 74 <2 < 744, mit
j=l—-m+1
I <Ek<r,
s(z) € konveze Hiille ({dg—mt1, .-, di}) -



Kapitel 3

Bestapproximation

3.1 Existenz— und Eindeutigkeitsfragen

(3.1.1) Aufgabe
Gegeben ist ein normierter Raum (U, ||.||), eine Teilmenge ) #V C U, und u € U.

(a) infyey [|[u—v|| =: dist(u, V) heiBt Abstand von u zu V.

(b) v, € V heifit beste Approzimation aus V fir u, wenn gilt

lu—vol = dist(u,V) .

O

Typische Beispiele sind (U, ||.||) = (R",1,-Norm) und (U, ||.||) = (C(J), Ly-Norm), wobei z.B.
J C RY kompakt ist. V ist hiufig n-dimensionaler Teilraum von C(J), z.B. V = IP, fiir
J =[a,b] C R.

Die Eristenzfrage bedeutet

analytisch:  inf,ey ||u — v|| < min,ey ||u — v|| ;

?
geometrisch:  Rd K[u;dist(u, V)NV # 0.

Bemerkung
Notwendige Bedingung dafiir, daf} zu jedem u € U eine beste Approximation existiert, ist die
Abgeschlossenheit von V.

Denn ein Randpunkt, der nicht zu V' gehért, hat den Abstand 0, der jedoch durch kein v € V
angenommen wird.

Fiir endlichdimensionale Teilmengen V ist die Bedingung, dal V abgeschlossen ist, auch hinrei-
chend. Es gilt

(3.1.2) Satz
Sei U normierter Vektorraum iiber IR oder ¢ V' C U Teilraum endlicher Dimension. Dann
existiert zu jedem u € U eine beste Approximation aus V fir u.

44
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Beweis:

Sei dim V = n, V = (Y0, asoi} und ¢ : (K™, || [lo0) — R, p(fes]) := Ju — 5, aso]|. Nach
der Dreiecksungleichung gilt

lp(leil) — o ((B])] < (Z””i”) o] = [Billloos

also ist ¢ stetig.

Weiter gilt mit ¢ := min{ ||}, avi|| : ||[@i]llco =1} > 0 (die Annahme ¢ = 0 ergibt einen
Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit der {v;})

inf{ p(e) [a € K" } = inf{ p(a) [ a € K" :|[afle < 2[|ul[/c }
=min{ p(e) [ a € K" : [laflo < 2[ull/c } -
Zum Nachweis der ersten Identitit beachte man, daB fiir @ mit ||e||oc > 2||ul|/c gilt

o) > || 22 civill = flull > ellallo = [lull > [lull = ¢(0) -

Mit identischem Beweis gilt

(3.1.2’) Folgerung
Sei W C V, W abgeschlossen und V' endlichdimensionaler Teilraum von (U, ||.||). Dann existiert
zu jedem u € U eine beste Approximation aus W fiir u.

O

Generelle Findeutigkeit fiir beliebige konvexe Teilmengen V gilt, wenn die Norm strikt konver
ist:

(3.1.3) Definition  (strikt konvex)
(U, ||-]]) heiit strikt konvez, falls fir alle z,y € U mit = #y, ||z|| = |ly]| =1 gilt

lz,y[n{z €U :|z]|=1}=0.

Dabei ist |z, y[i={Az+ (1 —-Ny : A€ ]0,1[ }.

Eine offensichtlich dquivalente Bedingung ist

1 1 1 1 ..
gz + 3yl < Fllzll + 3yl fir 2,y €U, 2 #y, |zl =yl -

(3.1.4) Satz
Sei (U, ||.||) strikt konvex, und V' C U konvex. Dann gibt es zu jedem u € U hochstens eine beste
Approximation aus V.
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Beweis:

Seien v, w € V beste Approximationen aus V fiir u. Dann gilt
lu—[Av+ (1= XNw] || < Alu—v]|+ (1 = N)|lu —w| =dist(uw; V) fiir A€ ]0,1] .

Da V konvex ist, gilt [Av + (1 — A)w] € V und damit ||u—[Av + (1 — N)w] || = dist(u; V). Wegen
U strikt konvex mufl notwendig v = w gelten.

O
(3.1.5) Beispiele  (strikt konvexer Riume)
(a) (K™, ||.||p) ist strikt konvex fiir 1 < p < oo.
(b) (C(J) N Lyp(J), Il () ist strikt konvex fiir 1 < p < co; dabei J C IR? mefibar.
In beiden Fillen ist fiir p = 1 und p = oo die Norm nicht strikt konvex.
(c) Jede durch ein Skalarprodukt induzierte Norm ist strikt konvex.
a

3.2 Bestimmung linearer Quadratmittel-Approximationen

In diesem Abschnitt sei immer (U, < , >'/?) ein Skalarproduktraum und V C U ein Teilraum,
V = span({v1,...,up}) mit dim V = n — diese Situation ist die sog. lineare Quadratmittel—
Approximation (least squares approximation).

(3.2.1) Beispiele
Sei J C IRY meBbar (meist kompakt), V = span({v1,...,v,}) C C(J) N Ly(J), dimV = n.
(a) Zuwue C(J)N Ly(J) ist v, € V gesucht mit
/ lu(x) — vo(z)|Pdx < / |u(z) —v(z)Pdz firv eV , v# v, ; (kontinuierliche) Lo —
d J (Best) Approximation’

(b) Seien {zi,...,znx} =: I C J paarweise verschiedene Punkte. Zu v : I — R ist v, € V
gesucht mit

Z lu(z;) —vo(z) 2 < Z |u(z;)— 2 firv €V, v #v,; 'diskrete Ly—(Best) Approzimation’
auf I :={z1,...,zn} C J.

(¢) Zuly; € R : 1< i< N]|und nicht notwendig verschiedenen Punkten z; € J , 1 <i < N,
ist v, € V gesucht mit

N
Z lys — vo(z:)|? < Z lys — v(z;)|> firv €V, v #w,, 'Ausgleichs — (Best) Approzimation’

auf I := {z1,...,zn} C J.
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Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung der besten Approximation und damit eine Be-
rechnungsmoglichkeit:

(3.2.2) Satz  (Charakterisierung der besten linearen Approximation)
Sei (U, < , >'/?) ein Skalarproduktraum iiber IK, und V C U ein Teilraum, V = span({v1,...,v,}) C
U mit dim V < n (d.h. {v1, ..., v, } nicht notwendig linear unabhingig). Dann gilt fiir u € U

Yoz aiv; ist beste Approximation aus V fiir v genau dann, wenn gilt
[a;]1<i<n 10st das lineare Gleichungssystem Ga = b.
Dabei ist G = [Gij] := [< vj,vi >];; j<,, die Gramsche Matrix der Elemente vy, ..., v, und
b= [bi]i<i<n := [< u,v; >]i<i<n die rechte Seite.
Beweis:
Durch Ausmultiplizieren erhélt man fiir wy = v, + t(v — v,) , t > 0,
(#) Nlu—wel? = llu = | + [lv = voll* = Re < u—wvg,0 =05 > .

Damit folgt firv € V und t > 0,t — 0,

lw — wel|? > |lu — vo||?, genau dann, wenn —2Re < u — vy, v —v, > > 0, vEV .
Da mit v — v, auch —(v —v,) € V (bzw. fiir IK = € auch e*(v —v,) € V) ist, gilt
lu —v]|? > ||u — vo||?, genau dann, wenn < u— v, v —v,> = 0, vEV .
Wegen v — v, € span({vi, ...,v, }) ist also notwendig und hinreichend

<U—v,v;> =0,1<1<n.

Fiir v, = 377, ajv; ist also notwendig und hinreichend

n
<u,v; > = Zaj<vj,vi>, 1<i1<n.
j=1

Bemerkung
Falls {v1,...,v,} nicht linear unabhingig sind, gibt es viele Losungen von Ga = b. Sie stellen
aber alle dasselbe Element Z?Zl ajv; € V dar.

O

Will man Satz (3.2.2) auf die Beispiele (3.2.1) anwenden, ergeben sich — abhiingig von der jewei-
ligen Situation — unterschiedliche Probleme beziiglich der Voraussetzungen und Eigenschaften:
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(3.2.3) Bemerkungen
(a) Ist {v1,...,v,} Orthonormalbasis von V, d.h. es gilt < v;,v; >= §;5, so ist

n
Vg 1= E <u,vj > vj
Jj=1

beste Approximation aus V fiir u.

(b) Fir I = [a,b) C R und V = span({Bm(Tj...Tj+m)} ist G ’diinn’ besetzt, denn es gilt
Gz’j = O, |1—]|2m

(c) Z.B.ist {r — z, z —> 1 — 22,z — 3} nicht linear unabhingig auf I = {—1,0, +1}.
O

Um zusétzliche Konditionsverschlechterung zu vermeiden, verwendet man zum Loésen der sog.
Normalgleichungen Ga = b in (3.2.2) besser die QR-Zerlegeung statt der LR-Zerlegeung.

Es gibt einige Situationen, wo Orthogonalbasen explizit bekannt sind. Beispiele sind

(3.2.4) Beispiele  (fiir OrthonormaQI— /Orthogonalbasen)
() WmU=C(0,27)), < frg>= [ f(z)g(x)ds
sind die trigomometrischen Funktionen ein Orthonormalsystem:

1 1
V = span{——, — cos(x), — sin(x), ..., — cos(nz), — sin(nz)} .
pan{ = 7= cos(a), 7= sin(a) ., <= cos(na), = sin(no)}
(b) Tn [0,2n] sei @ := 267 K =0,1,.,N—1, N =2m € 2IN.
Dann ist bzgl. dem ’diskreten Lo—Skalarprodukt’ (im IRY)
g N1
<fg>= 5 ) flar)g(ar)
k=0
ein Orthonormalsystem gegeben durch
L cos(z) cos((m — 1)z) 1 cos(mz)
—_— I — , mz),
V2r T 43 V2
T sin(a) ..., = sin((m — 1)z)
— sin(z), ...... —sin((m — 1)z) .
ﬁ 7 7 \/7?

(¢) In C([—1,1]) bilden die Tschebyschew-Polynome 1. Art
T.(z) := cos(n(arccosz)), n € Ny ;

ein Orthogonalsystem bzgl. dem ’gewichteten Lo—Skalarprodukt’

+1 1
< f,g> = —— f(x)g(x)dz .
1.9 o
w(z) := ﬁ ist eine sog. 'Gewichtsfunktion’.
-z
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3.3 Bestimmung linearer Tschebyschew—Approximationen
In diesem Abschnitt betrachte ich die Beispiele (3.3.1) in der Maximum-Norm.

(3.3.1) Beispiele

Sei J = [a,b] C IR kompaktes Intervall, V' = span({vi,...,vp}) C C(J), dimV = n.

(a) Zuwue C(J)ist v, € V gesucht mit

max |[u(z) — vo(z)| < max |u(z) — v(z)| fiir v € V ; (kontinuierliche) Tschebyschew—
z€J zeJ . .y
(Best) Approzimation

(b) Seien {zi,...,znx} =: I C J paarweise verschiedene Punkte. Zu v : I — R ist v, € V
gesucht mit

) — V| < ) — . i s —
lrsniaé)jcv lu(z;) — vo(z;)| < 11%1%}5\7 |u(z;) — v(z;)| firv € V5 'diskrete Tsch?byS?hezzl
(Best) Approxzimation’.

O

Der folgende Satz gibt eine hinreichende Charakterisierung der besten Approximation und damit
eine Berechnungsmoglichkeit.

(3.3.2) Satz  (Charakterisierung der Best—Approximation in Haarschen Teilrdumen)

Fir J = [a,b] sei V = span({vi,...,v,}) C C(J) Haarscher Teilraum der Dimension n und
u € C(J)\ V. Dann ist vg € V beste Approximation aus V fiir u in der Maximumnorm, wenn
gilt:

Es existieren n + 1 Punkte 2y < 1 < ... < x,, mit
(= o) (22)] = max|(u ~ o) (@)] , 0< i < ms

und
sign(u — vo)(zi—1) = —sign(u —vo)(z;) , 1 <i<mn.

Beweis:

Durch Widerspruch. Angenommen, es gibt eine bessere Approximation v € V' als vg. Dann gilt
[(u = v)(z:)] < [lu = vlleo < [[u = volloo = [(u —vo)(zi)| , 0< i<,

und damit
sign(u —vo — (u — v))(z;) = sign(u — vo)(z;),0 < i < n.

Wegen (v —vp)(z;) = (u—vo — (u—v))(z;) folgt, daB
sign(v —vo)(zi—1) = —sign(v —vo)(z;) , 1 <i<mn.

D.h. v—vy hat mindestens n verschiedene Nullstellen. Da V' Haarsch ist, folgt v = v9 Widerspruch ! .
O
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(3.3.3) Beispiel
Die beste Approximation aus IPy fiir z — u(z) = 22 + 1 € C([0,1]) in der Maximumnorm ist

7 1
po(z) =z + R €1[0,1] ; esgilt dist(u,Py) = 3

Bewels:
20=0, 1o =1, z1 €)0,1] mit (u —po)'(z1) =0 ;

liefert fiir die Koeffizienten a, b von po(z) = az + b und die Extremum-Stelle z; von u — pg drei
Gleichungen

(u—po)(0) = —(u = po)(z1) 5 (u—po)(z1) = —(u—po)(1) ; (u—po)(z1)=0.

Daraus folgt 1 = 1/2, a = 1, und b = 7/8. Damit gelten auch die hinreichenden Bedingungen
von Satz (3.3.2).
O

Die hinreichenden Bedingungen aus Satz (3.3.2) sind auch notwendig — was aber viel aufwéindiger
zu zeigen ist. Im allgemeinen kann man iterativ ndherungsweise eine sog. Alternante zg < 1 <
... < o, mit den Eigenschaften von (3.3.2) bestimmen. Dies macht gerade das Verfahren von
Remez .



Kapitel 4

Numerische Integration

4.1 Newton-Cotes-Formel

Die meisten Methoden Quadraturformeln (kurz QF’n) zu erzeugen, sind sog. Interpolations—

Quadraturformeln:
fa) = fa)oel = QU= /I Fla)de = /[ f(@)ds .

typisches Beispiel: Sehnentrapezregel

FePy : fs1) = f(s1) und f(s2) = f(s2) -
Héufigste Bauart fiir Quadraturformeln; Qz(f) = E;ﬁ( s;)
{w; : 1 <i<m} sog. Gewichte

{si : 1<i<m}C TA sog. Stiitzstellen oder Knoten der Quadraturformel auf dem (Standard-)
Intervall I. Meist ist I = [0, 1] oder I =[—1,1].

Zur Erhohung der Genauigkeit verwendet man die Quadraturformel nur auf Intervallen kleiner
Linge Iy = [zg_1,7x] und betrachtet mit hy = [I}| = o — 21, Qr,(f) := ”hxQ7(f © &) mit
O : T —> I, bijektiv, z.B. ist fiir T = [0,1] 2t — @i (t) := zk—1 + hit € Ii.

Fiir die Zerlegung I = U,ICV:1 Iimit I =[a,b],a=z<z1<..<zy=0b, I) = [Tk_1,Tk] ,
k=1,...,N , erhilt man als Quadraturformel

(4.1.1) Zusammengesetzte Sehnentrapezregel
Fiir beliebig verteilte Teilpunkte {zy} ist mit diesen Bezeichnungen

ST(f) =S 5 [Flaw-1) + F o],

und fiir dquidistante Teilpunkte z = a + kh,k = 0,1,..,N,h := (b — a)/N,

ST(f) =h[0.5f(xo) + f(z1) + fz2) + ... + f(zn—1) +0.5f(zN)]-

Wie genau ist die Sehnentrapezregel?

51
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(4.1.2) Satz

Sei f € C%([a,b]). Dann gilt fiira = 29 < 21 < ... < Ty = bmit h := lg}czszhk , hy = T — Tp—1,

die Fehlerabschitzung

b—

a

b
@ | / f(@)dz — STy (f)) <

und fiir d4quidistante Teilpunkte zx, = a+kh,k =0,1,.., N, h := (b—a)/N, die Fehlerdarstellung
mit einem ¢ €la, b[

b—a

b
() / f(z)dz — STy(f) = — f(2)(§) R

Beweis:

N
Quadratur fehler = Z/ (f(z) — px(x)) dz
k=1"Tk

= [Zgp_12k2])(f) (2—2)—1) (T—2K ).
kz::l/lk k—1Tk k k

Beachtet man [zy_1z,z](f) = %f@)(f(m)) und f;:il(:c — 1 1)(x — zR)dz = —(z) — TK_1)3/6,
so folgt (a).

Zum Nachweis von (b) beachte man

[zk-17k2] (f) (2 — Bp=1)(z — 21) dz = [zp_174Ek] (f) /zk (z — zp-1)(z — zp)dz

N 2 < .
Iy, E—1

3 1), ~
ﬂf@)(fk) = —h3/6

J

<0

nach dem 2. Mittelwertsatz der Integralrechnung. Damit folgt die Behauptung, da fiir arithme-
tische Mittel stetiger Funktionen der Zwischenwertsatz gilt:

N

> iP5 = 5P ).

k=1
O

Fehlerabschdtzungen sind oft mithsam auszuwerten, und hiufig zu pessimistisch. Sie sind jedoch
hilfreich bei der Auswahl einer Formel, denn sie geben zumindest die Konvergenzordnung an.
Fehlerdarstellungen sind wichtig fiir eine adaptive Wahl der Gitterbreite hy mit z, = x5 1 +
hr in Abhingigkeit einer gewiinschten Fehlertoleranz, d.h. (eine eventuell nur niherungsweise
Auswertung einer Fehlerdarstellung ergibt eine) Fehlerschitzung = Toleranz.

Durch Verwendung von Interpolationspolynomen héherer Approximationsordnung erhélt man
Quadraturformeln hoherer Konvergenzordnung — zumindest fiir glatte Integranden. Ich beschrei-
be dies exemplarisch fir m = 3:
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(4.1.3) Keplersche Fafiregel  (Johannes Kepler (1571-1630))
Sei I = [0, 1] , 51 =0< 82 = 1/2 < s3 =1, p3 € IP3 mit p3(8i) = f(si),z' = 1,2,3. Dann gilt
fir Q(f) = [pps(z)dz

1
Qr(f) = 5f(s1) + f(82) + f(83) :
Fir f € C4(T ) gilt mit einem £ €]sy, s3] die Fehlerdarstellung

ARG
/ff(ﬂc)d:v Q=129

Beweis:

p3 € IP3 mit p3(s;) = f(s;),7 = 1,2, 3, in Lagrangedarstellung ergibt

3 3
dx = Di(x)dx = i l;i(x)dx .
/fpez(:v):v /fg;f(s) (#)do = 32169 /I (2)dz
= w;
Es gilt wy = fo (z = s5)( )dw—1/6 und analog wy = 2/3,ws = 1/6 .

(s1 — s2 (81 — 53)

Zur Herleitung der Fehlerdarstellung sei ¢ € T ein weiterer Interpolationspunkt, o # s;,1 =
1,2,3, und py € P4 mit pa(s;) = f(s4),2 = 1,2,3, ps(c) = f(o). Dann gilt

pa(r) = p3(x) + [s152530](f)(z — s1)(z — s2)(z — s3),

und wegen [H(x — s1)(z — s2)(x — s3)dz = 0 folgt mit f — ps in Newton-Form

/T f(w)do— /f pa(w)dz = /f f(@)do— /f pa(w)dz = /f (515955 03] () (m—51) (5—55) (z—53) (3—0)d:

Fiir C!'-Funktionen f existiert der Grenzwert fiir ¢ — sy, wobei Differenzenquotienten durch
Differentialquotienten ersetzt werden. Fiir ¢ = s9 darf man wieder den 2. Mittelwertsatz der
Integralrechnung anwenden, und erhélt ein £ €]s1, s3] mit

4) (4)
/f[slszsgaw](f)(a:—sl)(w—SQ)(w—33)(x—a)d:z: = ! 4!(6) /A(x—81)(x—82)2(w—33)d:v / 4!(6) 130 °

1

O

Bemerkung

Da man die Keplersche Fafiregel durch Integration des Interpolationspolynoms p3 € IP3 mit
p3(si) = f(si),1 = 1,2, 3, erhilt, gilt damit fiir die zusammengesetzte Regel, die sog. Simpson—
Regel (Thomas Simpson (1710-1761)), mit h = max |Ix| fiir die stiickweise IP3—Interpolierende

f zum (mindestens C3-) Integranden f die
Approximationsordnung fiir den Integranden || f — f||oo, 1 = O(3).

Eine direkte Folgerung daraus ist eine
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Mindest-Konvergenzordnung der Integrale | [; fdz — [; fdz| = |I| O(B®).
Erstaunlicherweise ist fiir C*Integranden f die
Konvergenzordnung der Integrale | [; fdz — [; fdz] = O(RY),

also von hoherer Ordnung als die Approximationsordnung der Integranden. Der Grund dafiir
sind die Symmetrieeigenschaften der Quadraturformel. Bei symmetrisch zur Intervallmitte ver-
teilten Stiitzstellen {s;} tritt dieser Effekt immer fiir ungerade Polynomordnung auf, vgl. (4.1.5).
Den Extremfall fiir diesen Effekt, die Gaufl-Quadraturformeln, lernen wir in Abschnitt (4.2) ken-
nen.

(4.1.4) Satz  (Fehler der Simpsonregel)

Fiir die Zerlegung I = Uivzl I mit I =[a,b],a =290 < z1 < ... <zy = b, I} = [1_1,2k], bt =
Ty — wk_l,f: [0,1] 5 t — @g(t) == zg—1 + hxt € Iy, k = 1,..., N, ist mit sop 1= zg,k =
0,...,N, 8951 := (xg_1 +2¢)/2,k =1,...,N,

N
Qn,simpson(f) = Y, PkQcepier(f 0 k) -

k=1

Fij C*([a, b)) gilt mit h := — S = hi/2 ) die Fehlerabschit
ir f € C*([a, b]) gilt mi 1;2%}2(]\](3]9 Sk-1) ( 1I<I}€a<x k/) ie Fehlerabschitzung

b
[ £@) = Qusimpen)] < T 1 Dl 1

Beweis:
b N
/ f(:v)d:c - Qh,Simpson(f) = Z hk (/f(f © Sok)(t)dt - QKepler(f © (Pk:))

if:

/ ° Pk ( )dt - QKepler(f © (Plc)

Mz

(4) i T
2 4,120‘f o k) (k)| mit 7 €1,

N
Z - o € b mit & € I,

— [ 25 th wegen hy < 2h .

_360 P
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(4.1.5) Tabelle ( einiger Newton—Cotes—Formeln / Sir Isaac Newton (1643-1727) ,
Roger Cotes (1682-1716))
Pol.- s1 ; ; ) S W1 w,, Name Konv. Diff.
ord. m der Regel Ord. Ord f
1 0 1 Rechteck 1 1
1 1/2 1 Mittelpunkt 2 2
2 0 1 /2 1/2 Sehnentrapez 2 2
3 0 1/2 1 1/6  2/3 1/6 Simpson 4 4
(1710-1761)
4 0 1/3 2/3 1 1/8 3/8 3/8 1/8 Newtons 3/8 4 4
5 0 1/4 1/2 3/4 1 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90 Milne 6 6

4.2 Gauf3-Quadratur

Johann Carl Friedrich Gauf} (1777-1855)

(1896-1950)
|

Fiir hochdifferenzierbare Integranden eignen sich GauB—Quadraturformeln, die auf der Idee beru-
hen: Bestimme sowohl die Gewichte {w; : 1 <4 < m} als auch die Stitzstellen {s; : 1 <i < m}

in der Quadraturformel

[ @)@

= Z’wif(si)

derart, dal die polynomiale Ezxaktheitsordnung maximal ist, d.h. fiir den Fehler

Bf) = fy w(z)f(@)dz — 5w f (si) gil
E(p)ZO,pEIPm*

m* — mazimal !

Da die Anzahl der anzupassenden Parameter 2m ist, erwartet man m* = 2m — was der néchste
Satz bestétigt. Ich m6chte kurz motivieren, wieso im folgenden Satz Orthogonalpolynome ins

Spiel kommen.

Orthogonalitit (als notwendige Bedingung)

Fir Q(f) =Y i, wif(s;) sei E(p) =0, p € IPy,,. Dann gilt fiir p*(z) := (£ — 81) - ... - (T — 5)

die Orthogonalititsbedingung

/I w(@)p*(@)g(e)de = 0, g€ Pr .

Denn wegen deg(p* - q) < 2m — 1 ist p* - g € IPg,,,. Wegen der Exaktheitsordnung 2m folgt
g g

I

[ @a@ds = Q-9 =3 wip'(s

i
—_
0

i) q(si) = 0.
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Im folgenden Satz betrachte ich eine allgemeinere Situation als bei den Newton—Cotes—Formeln:
— I nicht notwendig kompaktes Intervall, z.B. I =]0,00[ , w(z) = e~ %,
—w:e T —]0, 00| stetig mit eventuellen Randsingularititen, z.B. I = [—-1,+1] , w(z) =
1
V1 — 22
Den passenden Rahmen liefert

Lp(I;w) := {u I — R /w(m)|u(m)|pdw < oo}

I

<f,g >L2(I;w)5< fig >wi= /Iw(a:)f(m)g(:c)dx .

Dann gilt
(4.2.1) Satz  (Existenz und Charakterisierung der {s;}, {w;})
Sei I C R ein Intervall, w : T —]0, oo[ stetig mit 27 € Ly(I;w) , j € No. Dann gilt

(a) Es existiert eine Folge pj, pT, p3, ... von in Lo (I;w) orthonormalen Polynomen
p; E]Pj-f-l\]]?j ’ <p;kap; >w= 6Z] ) Za.] ENO ;

(b) pj hat j einfache Nullstellen in I

Seien s; < s9 < ... < 8y, die Nullstellen von py, und w; = fl z)dz , 1 <1 < m, mit dem i—
ten Lagrangepolynom l; € P, : [;(sj) =655, 1 <i,5 <m. Dann gllt fur Q(f) = Ez:l w; f(8;)
fir das Fehlerfunktional E(f) = [;w(z)f(z)dz — X "w;f(s:)

(©) E() =0, p€Pyy;
(d) die Gewichte {w; : 1 <7 < m} sind positiv ;
)

(e) die Stiitzstellen und Gewichte sind durch die Forderung E(p) = 0 , p € Py, eindeutig

bestimmt ;

(f) es glbt kelne Quadraturformel Q der Bauart Q(f =20,/ (8;) derart, daB fiir den
Fehler E(f = [, w( z)dz — Q(f) gilt: E(p) =0 pEIP2m+1 :
Beweis:

(a) rekursiv nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren.
O

(b) indirekt: angenommen, p; wechselt das Vorzeichen in den k verschiedenen Nullstellen
{1, ...,z } mit k < j. Dieselben Vorzeichenwechsel hat

1 k=0
= ’ . < "

q(z) { Hf:l(x —z), k>1 €Ppi1 CIP; wegen k+1<j
Damit folgt

0# /w(gv)q(ac)p;k (z)dz  im Widerspruch zu < ¢,p; >4=0.
I

Also hat p} in T j einfache Nullstellen.
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(¢) Zup € Py, gibt es q,r € IPy, mit p =p}, - ¢ + r. Auf Grund der Orthogonalitit gilt (vgl.
obige Motivation)

[ w@pi@a@as — Y wgs)ats) = 0.

I =1
AuBlerdem gilt wie fiir alle m—punktigen Interpozlationszuadraturformeln @ natirlich
E(r)=0, reP,,.
O
(d) w; = [;w(z)l;(z)dz mit l; € Py, , 1;(s;) = §;;- Dann folgt wegen {0,1} > lz-(sj-) = lZ-Q(Sj)
/ wi@)l;(z)de = QU;) = QU2) = /1 w@)l(@)de > 0,

wobei fiir [; , lz'2 € IPy,,, die Exaktheit ausgenutzt wurde.
O

(e) und (f) als Ubungen. -

Die Stiitzstellen und Gewichte sind nach (4.2.1) eindeutige Lésung des nichtlinearen Gleichungs-
systems

I

m
(%) Zwia:j(si) = /w(w):vjdx , 7=0,1,..,2m — 1,
i=1

(*) ist i.Allg. sehr schlecht konditioniert. Daher erfolgt die tatsichliche numerische Bestimmung
der Stiitzstellen und Gewichte iiber ein gut konditioniertes Eigenwertproblem. Dies ist eine
Folgerung aus dem néchsten Satz (vgl. auch die Ubungen)

(4.2.2) Satz  (dreigliedrige Rekursion orthogonaler Polynome)
Unter den Voraussetzungen von Satz (4.2.1) erfiillen die auf Hochstkoeffizienten 1 normierten
w-orthogonalen Polynome p,,, n € Ny,

pi(z) = (z — do)po(z) ,
und fiir n > 1 die dreigliedrige Rekursionsformel
pn+1(:17) = (I - (Sn)pn(x) - 7n2pn71($) y = 1a2a

mit 0y, =< T PnsPn >w / < PnyPn >w, 7 >0, und 'Yn2 =< Pn,Pn >w / < Pn-1,Pn-1 >w, 1 > 1.

Beweis:

Die Existenz der w—orthogonalen (p,)neN, ist klar: p, = ¢, ~'p} , wobei ¢, der Héchstkoeffizient
von py, ist. Damit ist

(*) Pnt1(z) = po(@) + Y appi(z).
k=0

Fir n = 1 erfillt p1(z) = (z — do)po(x) fiir 69 =< zpo,po >w / < Po,Po >w die Bedingung
0 =<p1,p0 >w-
Zum Nachweis der dreigliedrigen Rekursion zeige ich, daf} in () gilt: «; =0, 0<j<n-—2.
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Bewesis:

n
(%)
0 =<ppi1,pj >w= < T Pp,Pj >uw + § ap < P, Pj >w= 0 < Pj,Pj Suw -
—_———

. k=0
=<pn,Tpj >u=0, 7+1<mn;

Wegen < pj,pj >4 > 0ist a; =0, j < n—1. Mit (%) folgt aus 0 =< pp41,pn >4 die Darstellung
fiir 0,,, und aus 0 =< ppy1,Pn_1 >u die Darstellung fiir v,2.

O
(4.2.3) Tabelle einiger Orthogonalpolynome  (mit einigen Eigenschaften)
Legendre—Polynome P,(x)
Intervall: [—1,+1] Gewicht: w(z) =1 Normalisierung: P,(1) =1 ;

1

Ly(I;w)-Norm: f_+1 P, (z)%dz = Q%I ;
Rekursion: (n+1)P,1; = (2n+ 1)zP,(z) —nP,_i(z) , Po(z) =1, Pi(z) == .

O
Tschebyschew—Polynome 1. Art T, (x)
Intervall: | —1,+1[ Gewicht: w(z) = (1 —z2)"1/2; Normalisierung: T,(1) =1;

ca)— . +leq _ 2y-1/2 25._) T n =0,

Ly(I;w)-Norm: [T (1 —z*)""/*T,(z)"dx { T2, nA0,
Rekursion: Ty 1 = 22T, (z) — Tp-1(z) , To(z) =1, Ti(z) =z .

O
Tschebyschew—Polynome 2. Art Un(x)
Intervall: [—1,+1] Gewicht: w(z) = (1-2%)1/2; Normalisierung: U,(1) =n+1;
Lo(I;w)-Norm: f+1 )20, (x )2dac /2,
Rekursion: Uy,y1 = 22Uy (z) — Up—1(z) , Up(z) =1, Ui(z) =2z .

O
Laguerre—Polynome L, (x)

. _ .. -1)"

Intervall: [0, oo Gewicht: w(z) =e 7 ; Normalisierung: L, (z) = (—n|)—wn +...3;

[e.e]
Lo(I;w)-Norm: [ e *Ly(z)’dz =1 ;
0

Rekursion: (n+1)Ly41 =[(2n+1) — z]L,(z) — nly—1(z) , Lo(z) =1, Li(z) = -z +1.
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Hermite—Polynome H,(x)

2
Intervall: ]—o0, 00[ Gewicht: w(z) =e % ; Normalisierung:  Hp(z) = 2™z +... ;
Ly(I;w)-Norm: [ e=% Hp(z)*dz = /72"n! ;

—0oQ

Rekursion: Hpy1 = 2cHy(z) — 2nHp—1(z) , Ho(z) =1, Hi(z) =2z .
O

Diese und weitere Eigenschaften, sowie andere Orthogonalpolynome, findet man z.B. aufgelistet
im Appendix I-VI des Buches von Dawis, Ph.J.: Interpolation and Approximation. Blaisdell
1963, pp. 365-368.

So schén der optimal hohe Exaktheitsgrad von Gaufi—Quadraturformeln auch ist, so haben
diese Quadraturformeln bzgl. Fehlerschitzungen durch Vergleich verschieden genauer Formeln
den Nachteil , daBl — anders als bei Newton—Cotes— oder den Extrapolationsverfahren, die ich
nicht behandle und fiir die ich auf die Literatur verweise — Funktionswerte des Integranden in
disjunkten Stiitzstellenmengen genommen werden:

{rel :pi(x)=0n{zel : pi(z)=0} =0, m#n.

Damit sind solche Fehlerschitzungen nicht sehr verldfilich. Die Behebung dieses Mangels ergibt
verallgemeinerte GauBl—-Quadraturformeln, die sog. Gaufi—Kronrod—Quadraturformeln . Diese
heute gegeniiber Gaufiformeln bevorzugten Formeln haben natiirlich nicht mehr den optimalen
Exaktheitsgrad der GauBformeln.

4.3 Quadratur von Anfangswertaufgaben
Ich betrachte folgende Form von Anfangswertaufgaben

(4.3.1) Anfangswertaufgabe
Gegeben f:I xIR"™ — IR™, I =[0,7], und z¢ € R™. Gesucht z: I — IR",z € C*(I), so
daf gilt

'(t) = flt,z(t),tel ; =z(0)=ux.

Dabei ist _ _ _ - -
) z1(t)
T'(t) :== fir z(t) =
dz, T (t
gl ]

komponentenweise erkléirt.
Beispiele fiir Anfangswertaufgaben sind etwa Populationsmodelle
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(4.3.2) Riuber-Beute—Modell'
y(t) Anzahl der Individuen der 'Beute’-Bevolkerung zur Zeit t, z(t) Anzahl der Individuen der
"Rauber’-Bevilkerung zur Zeit ¢
a > 0 Vermehrungsrate (=Differenz von Geburts— und Sterberate) der isolierten Beute-Population
v > 0 Sterberate der isolierten Rauber-Population
Dann gilt

Y () = ay(t) — By(t)=(t)
Dabei sind folgende Modellannahmen fiir die Beute—Population zugrundegelegt:
Vermehrung ~ Anzahl ; Voraussetzung bei dieser Modellannahme ist Nahrungsiiberflufi;
Verminderung ~ Anzahl der Kontakte zwischen Beute— und Réiubertieren:
Anzahl der Kontakte eines y—Individuums ~ z, Anzahl der Kontakte aller y—Individuen ~ yz.
Fiir die Rduber—Population ergibt sich analog:

7 (t) = —72(t) + oy (t)2(?)

<
Mit =y , T2 =2z
fi(t, z1,x2) = axy — Bri22,
fg(t,il,‘l,xz) = —yxo + dx122,
erhilt man die Form (4.3.1)
'(t+t) = f(t+to,z(t +10)), t>0,
:E(t()) = Zo;
wobei 2o = [y, 20]" ein zum Zeitpunkt ¢y beobachteter Zustand der Populationen ist.
|

Formal dquivalent zur Lésung von (4.3.1) ist die Losung der Integralgleichung

—:1:0+/fo T,tel.

Dabei ist fiir f : I x R" — IR™ das Integral komponentenweise erklirt. Dieser Zusammenhang
ist Grundlage und Motivation fiir einige Verfahren: Setzt man h = T/N > 0, t) = 0 und
t; =t +jh,7=1,...,N,soist fiir ty =toc + h

t1

z(t1) = zo + t f(r,z(7)) d7 = x0 + hf(to,z0) =: 1 ,

wenn man das Integral durch die Rechteckregel approximiert. Wiederholt man dieses Vorgehen,
wobei man die unbekannten Werte z(¢;) der Losung durch die berechneten Werte z; ersetzt, so
erhilt man das

(4.3.3) Polygonzugverfahren von Euler

Tjt1 :IL‘j-l-hf(tj,.’Bj) , J=0,.,N—-1.

'ygl. 2.B. Braun, M.: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen. 2. Aufl. 1991, SS. 474.
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Der Fehler fiir einen Schritt — 0.E. von z¢ zu x; — ist fiur f € C' und damit z € C?

t1 t1

z1 —z(t1) = (z1 — mo) — (z(t1) — o) = t fto, o) dr — t flr,z(7)) dr

:/tl («(to) — #'(r)) dr = h O(h).

0

Eine Abschdtzung fir den Fehler 6; := ||lx; — z(t;)|| nach j Schritten erhdlt man aus der
Darstellung

mwﬁ)=um+ﬁﬂmww»—A”H@w»ﬂﬂﬂ)m,

J

~ ~

=0
fiir die Losung durch Subtraktion von der Polygonzuggleichung

Tj+1 = Zj + hf(tj,xj) .
Damit ergibt sich

52 52
Siv1 < &6 +hlf(tj,z5) — F(t5,z(t;)) |l + —||5L‘ lloo,t; 1] < (1 + hL) + 7||5”"|Ioo,[tj,tj+ﬂ'

Dabei ist L die Lipschitzkonstante von f beziiglich dem zweiten Argument. Wendet man die

Abschétzung §;11 < 6;(1+ hL) + b2—||$"||oo,[tj,tj+1} rekursiv an, erhéilt man wegen &y = 0

= h2 (1+hL) —1

B2
6] S 50(1+hL)] + 7”51/'””00,[730 t] . 1+hL = 7”‘1‘ ||OO,[t0,tj] hL

k=
Wegen (1+ hL) < ehL folgt unter Beachtung von jh < T

eIl _11

max 0,
jit eI L

3 1o o1 B = O(h).
O

Zur Idee der Runge-Kutta—Verfahren moéchte ich an die Fehlerordnung der Rechteckregel mit
Funktionswert im Mittelpunkt erinnern: O(h?) - Intervallinge fix 7+— f(7,2(7)) € C?, also

ti+h h h 3
z(tjy1) —z(t;) = / f(r,z(r))dr = h f(t; + > z(tj + 5) ) + O(h?)
tj N——
unbekannt
h h
Flti+ 5 oti+5)) =
h

Pt + 5 #li5) + 5 F(15,3()) )+ 0u( llatts +3) — (o(t) + 52 )] ) -
" -0, B2

z'(t5)
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Insgesamt folgt nach dieser Beweisskizze fiir den Fehler nach einem Schritt mit beliebigem Start-
wert (tg,z9) € B :=[0,T] x {zg € R™ : ||zg — z(to)|| < o} fiir die sog. Konsistenzordnung p
mit
max |lz1 — y(to + h)|| =: RO(RP)
(t(), .’L‘()) €B
wobei fiir (to,z0) € B 21 = zo + hf(to + %,xo + %f(to,xo)) und y/(s) = f(s,y(s)),s €
[to; o + h] 5 y(to) = zo ist.

(4.3.4) Beispiel
Die ’verbesserte Polygonzugmethode’

h h
w1 = aj +hf(t; + %t §f(tja$j)) st =t R

hat die Konsistenzordnung p = 2, falls f € C? ist. Wie beim Polygonzugverfahren existiert ¢ > 0
mit

max z; — x(t; < ch?.
x| <

O

Anstelle dieser Integralniherung unter Verwendung des Integranden in den zwei Punkten ¢; und
tj + h/2 kann man natiirlich auch das Mittel aus mehreren Punkten nehmen. Verwendung von
s Niherungen fir «'(.) = f(.,z(.)) im Intervall [¢;,t; + h] liefert sog.

Ezplizite Runge—Kutta—Verfahren der Stufe s:

Sei (tg,xz9) € I x R™ und h > 0 gegeben:

ki = f(to, o)

ko = f(to + aoh , 2o + hfB2iki)

ks = f(tO +ash , o+ h(ﬁslkl + Bsoko + ... + ,Bs,sflksfl)) ,

und
r1 =29 + h(’ylkl-l-’)’zkz—l-...—l-’ysks ) .

Ordnet man die o; , 3;; und ; nach folgendem Schema

0= 0 cee 0
as | B 0 :

am | B v ,Bm,m—l 0
8t e Ym—1 Tm

so sind von besonderer Attraktivitit 4-stufige Runge-Kutta—Verfahren
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0 0

1/2 |1/2 1/3| 1/3

/21 0 1/2 2/3|-1/3 1

1 0 0 1 1 1 -1 1
|1/6 1/3 1/3 1/6 | 1/8 3/8 3/8 1/8

Standard-Runge—Kutta—Formel 3/8-Formel

Diese beiden Formeln haben die Konsistenzordnung p = 4. Sie konvergieren fiir f € C* von der
Ordnung O(h*) (vgl. dazu Numerik 2).



Kapitel 5

Iterationsverfahren fiir
Gleichungssysteme

5.1 Newtonverfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme

Fiir nichtlineare Gleichungssysteme gibt es zwei Standardformen der Aufgabe: als Nullstellen—
Gleichung und als Fizpunkt—Gleichung.

(5.1.1) Nullstellengleichung
Gegeben F : D C R" — IR™. Gesucht ist eine Nullstelle * = [2*;]1<i<n € D mit
F(z*)=0€R"

(5.1.1°) Fixpunktgleichung
Gegeben G : D C IR™ — IR™. Gesucht ist ein Fizpunkt z* € D mit G(z*) = z*.
Mit F(z) = [Fj(z)]i<j<n bedeutet (5.1.1) ausgeschrieben

Fj(.TT,.’E;,...,SE:;) =0,1<j5<n.

Dabei ist Fj : D C IR®" — IR, 1 < j < n . Diese Aufgabenstellung kommt in vielen innerma-
thematischen und auflermathematischen Anwendungen vor, z.B. ist ja fiir f : D C R" — R

of .
iy =0.1<j<n:
axj(:v) 0,1<j<n;

eine notwendige Bedingung fiir ein lokales inneres Extremum z* von f € C'. Offensichtlich gilt

(5.1.2) Bemerkung
Sei FF: D C IR" — IR™ und eine Schar linearer Abbildungen D > z — A~ (z) € IR™*"

gegeben. Dann gilt fiir
G(z):=xz—-A"(z)F(z), z€ D,

(a) z* ist Nullstelle von F = z* ist Fixpunkt von G;

(b) z* ist Fixpunkt von G und A~ (z*) nichtsingulir = z* ist Nullstelle von F.

64
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Idee der Newton(édhnlichen) Verfahren:
"Verbessere’ iterativ eine gegebene Nidherung x4 fiir * zu einer neuen Niherung x,¢,. Dazu

— ersetze F' ("lokal’ in einer Umgebung von z,;;) durch eine affin-lineare Niherung F , z.B.

F(zat + 8) = F(zar) + F'(zar)s , s € R"™,

wobei F'(z4;) = [%(%lt)]K_ - die Jacobische Funktionalmatrix von F im Punkt z,; ist.
<4,j<n
Mit A(zq) = F'(24;) kann man allgemeiner betrachten

F(zgi + s) = F(za) + A(zay)s , s €IR" .

— als neue (hoffentlich bessere) Néherung ., fiir die Nullstelle z* von F nimmt man die
Nullstelle von F':

F(l'alt"'s) =0, Tney = Tat + 5 -
s ist also die Losung des linearen Gleichungssystens A(zq:)s = —F(Zqt)-

Damit erhiilt man (ab jetzt verwende ich z, := zg; und z, := Tpey — 'n’ wie 'neu’ sollte zu
keinen Verwechslungen mit ‘n’ in IR™ fiihren! — und auch A, := A(z4;) und A, := A(Zpew))

(5.1.3) Newtonihnliche Verfahren  (prinzipieller Algorithmus)
(1) bestimme Startndherung z, € D und A, € R™*".

Solange fiir z, das Abbruchkriterium nicht erfiillt ist, wiederhole
(2) bestimme s, € R"™ mit Agsq = —F(z4) , T, = Tq + 8¢ 80g. Quasi—Newton—Schritt ;
(8) bestimme A, ;

setze x4 := z, und A, == A4,, .

(5.1.4) Newton—Varianten
Mogliche Wahl von A, in (5.1.3) (1) bzw. von A, in (5.1.3)(8) ist etwa

(a) Ag:=F'(z4); A i= F'(x,,); sog. klassisches Newtonverfahren;
(b) Ay := F'(z,); A, := Ay; sog. vereinfachtes Newtonverfahren;

(¢) Aq:=F'(z4) + R(za); An := F'(zy) + R(zy,); sog. Newtonverfahren mit niherungsweiser
Ableitung;

(d) Im IR! ist eine Moglichkeit fiir (c) das sog. Sekantenverfahren A, := F'(z,) in (5.1.3)(1)
bzw. Ay := (F(zn) — F(2,)) /(2 — 24) in (5.1.3)(3);

() Ag:= F'(z4); Ay die sog. Broyden—Rang 1-Aufdatierungsformel (5.1.10).
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(5.1.5) Beispiel

66

F:R — R,F(z) := 22 — 1,z* = 1. Dann ergeben die verschiedenen Varianten des Newton-

verfahrens

k 1% Elassisches Konv. z®) Sekanten- Konv. z*) vereinfachtes Konv.
Newtonverfahren ord. werfahren ord. Newtonverfahren ord.

0 2 2 2

1 1.25 1.25 1.25

2 1.025 1.07692307692308 1.109375

3 1.00030487804878 2.67 1.00826446280992 1.89 1.05169677734375 1.76

4 1.00000004646115 2.19 1.00030487804878 1.88 1.02518024947494 1.47

5 1.00000000000000 2.09 1.00000125445174 1.69 1.01243161349657 1.35

6 1.00000000019120 1.68 1.00617717049475 1.28

7 1.00000000000000 1.65 1.00307904588855 1.24

8 1.00153715281338 1.21

Die Konvergenzgiite von Folgen misst man durch

(5.1.6) Konvergenzordnung von Folgen
(%) | k € INg) mit klim () = z* konvergiert gegen z* asymptotisch (mindestens)
— 00

(a)  linear oder won der Ordnung 1 ,wennc: 0 <c< 1 existiert mit
lz® ) — 2| < e [l — 27| ;
(b)  superlinear , wenn
|z*+D) — || = 0(||:v(k) —z*||) fir k— oo;
(¢) quadratisch , wenn

|z®+D — z*|| = 0<||$(k) - x*||2) fir £ — oo;

(d) won der Ordnung p > 2 , wenn

k+1) _

|2 2| = O<||:v(k)—:v*||p) fir & — oo;

Eine aus den berechneten Niherungen 'numerisch beobachtete Konvergenzordnung’ p mit
R e

ergibt sich wegen z(*+2 = 2* nach der Formel

o ”w(k-kl) _ :L‘<k+2)|| ||-7;(k) _ :E(k+2)||
7 = log [2®) — kD] ) /1o (||m(k1)_g;(k+2)||> '



KAPITEL 5. ITERATIONSVERFAHREN FUR GLEICHUNGSSYSTEME 67

Dies sind die Eintrédge in den Spalten ’Konv.ord.” in obigem Beispiel (5.1.5). Das Sekantenverfah-
ren konvergiert theoretisch von der Ordnung (1 +/5)/2 = 1.61 (s. z.B. Hiammerlin-Hoffmann).

Zur Konvergenzanalyse des Newtonverfahrens betrachte ich die Fixpunktformulierung von (5.1.3):
Ist A(z,) nichtsingulir fiir alle x4, so gilt offensichtlich

T, = G(z,) mit G(z) =z — A(z) 'F(z).

Die Konvergenz des Newtonverfahrens spielt man auf den von Stefan Banach (1892-1945) stam-
menden Konvergenzsatz fiir kontrahierende Abbildungen zuriick. Eine sehr einfache, fiir unsere
Zwecke ausreichende Version — da wir die Existenz von Nullstellen bzw. Fixpunkten immer
voraussetzen — ist

(5.1.7) Lemma  (Konvergenzsatz fiir kontrahierende Abbildungen)
Sei G: D cCR*— DCR", G(z*) = z* fiir ein 2* € D. Fir die Folge (z¥)pcnny, mit
zk+t1) = G(z®)) | k € Ny, und (9 € D, existiere ¢: 0 <c¢ < 1, mit

1G(=z®) - G(z*)|| < e ¥ —2|| , k € No.

Dann konvergiert (%)), linear gegen z*.
Beweis:

1z®) — 2| = ||G@® ) = G| < c ||lz2®* D -z < ... <20 -2 —0, k- .
O

Im folgenden méchte ich das unterschiedliche Konvergenzverhalten der verschiedenen Newton-
Varianten (vgl. (5.1.5)) auch theoretisch erhirten. Dazu sei
Klz;0l:={y €R" : |ly—=l| < o}
die abgeschlossene Kugel um z mit Radius p.
(5.1.8) Satz  (lokale Konvergenz fiir 'Newton&hnliche Verfahren’)
Gegeben sei D C IR™, D offen, und eine Norm ||.| auf R" . Sei F : D — IR™ stetig
differenzierbar, z* € D mit F(z*) =0 und F '(z*) € IR™" nichtsingulir. Fiir
A:D — R™" sei A(z) nichtsinguldr fiir z € D und

limsup || A(2) " [ling < 0.
r—x*

(a) Gilt )
limsup|| A(z)™ F (z*) — El|lina < 1,

r—z*

so existiert o > 0, so daB fiir die Iterationsfunktion G : D — IR" , G(z) := z—A(z)~! F(z),
gilt
G(K[z";0]) C Klz%0].

Fiir beliebiges (%) € K[z*; 0] ist die Folge (z¥) : k€ INy) ,
2* ) = qz®) | k=0,1,2,...
wohldefiniert, und konvergiert mindestens linear gegen zx* .

(b) Gilt lim || A(z) — F '(2*) |lina = 0, so konvergiert die Folge (z*) : k € INg) aus (a)
T—T*

superlinear gegen x* .
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(c) Ist F' Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L >0, d.h. gilt
I F'(@) = F'() lina < Llz—y|,zyeD,
so gilt fiir A(z) :=F ' ()
|24 — o | = o(112® — " |1%),

d.h. das klassische Newtonverfahren ist quadratisch konvergent fir F € C2.
Beweis:

(a)

G(z)—z* = z—z*— A(z)"'(F(z) — F(z*)) nach Def. von G, denn F(z*) =0

’ ’

= (E —A(z) L F (2) ) (z—2%) — A(w)_l(F(w) —F(z*)—F (z*)(z — x*))
-
-1 |F(z) = F(z*) = F '(z*)(z — «*)||

|G(@) " | < (IB - A@@) ' F ' (a)]| + | A(a) JEEEA

[l — 7|

(0.E. ist ||z —z*|| # 0; fiir ||z —z*|| = 0 gelten die unten gezeigten Abschitzungen trivialerweise).
Man beachte nun

IE — A(z)™'F "(z)]| < (1 - 2¢1) , falls ||z —2*|| < o1,
wobei 0.B.d.A. 0 < ¢; < 1/2, und g1 nach Vor. (a) geeignet gewihlt sei.
[A(z) | <er+1, falls |z —2*| < 02,

wobei gg nach der Vor. ¢; := limsup,_, -«

Az) ! Hmd < oo geeignet gewédhlt sei.

€1

|F(2) — F(z*) — F "(a*)(z — )| <

| — 2] (c1+1)
wobei p3 nach der Voraussetzung 'F' differenzierbar in z*’ geeignet gewéhlt sei.

, falls ||z — z*|| < o3 ,

Fiir z : |z — z*|| < 0 := min(o1, 02, 03) folgt

IG(z) — ™| < (1 —2e1+ (1 +1) el ) |z — z*||
(1 +1)

~ ~
e

=(1—-¢)=tc<1

Insgesamt erhalten wir (da D offen ist, nach eventueller Verkleinerung von p)
K[z% 0 C D;
und
(1) [1G@)—a" || < cllz—a|,zeKz"0.

Behauptung: (z*) : k € INy) ist wohldefiniert fiir alle z(9) € K[z*;0] .
Beweis:
) e K[z*; 9] L), k1) G(z™) e K[z*; 9]
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Behauptung: (z*) : k € INg) konvergiert linear gegen z* .
Beweis: Es gilt

)
e+ — 2] = G M) ~ G| < e |o®) — 27|, k € .

Damit folgt mindestens lineare Konvergenz wegen ¢ < 1 nach (5.1.7).

(b) Nach dem Beweisanfang von (a) gilt
2D —g* = A(z) Y (F(a*) + F '(2*) (x — 2*) — F(z)) + A(z) " (F ' (z*) — A(z)) (z — z*)

Wegen limsup, .- || A(z) ! |lina < oo ist der zweite Summand o(||z*) — z*||) nach der
Voraussetzung in (b) und der erste Summand o(||z*¥) — z*||) , da F € C* ist.

o
(c) Fir A@@®):=F ' '(z®) gilt

.’E(k+1) = .’L'(k) _F ’(.’L'(k))_lF(ZE(k)) _z*

= F' @) F) -F@a®) - F '@®) (@ - 2®)] 5
N——
=0

Abschitzung der eckigen Klammer iiber den Mittelwertsatz liefert

[F(m*) —F(z®) - F '(ac(k))(a:* - a:(k))]
= /lF I( z®) 4+ s(z* — x(k)))( ot —z® )ds — F ’(x(k))( z* — )
0

1
= / (F ’( %) 4 s(z* — :v(k))) - F ’(x(k))> ( z* — z(®) ) ds
0

H [F(w*) —F(z®) - F ,(x(k))(m* - x(k))] H

/01 | (7' (2% + s~ 2®)) - F'(a¥))

IN

|1 et —a® ) as
ind

1
< / Ls|z*=2®| - ||zt —2®| ds, da F' € Lipy,
0

= 2" — 2P
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Diese sehr schonen Konvergenzaussagen gelten allerdings nur lokal. Zur Erniichterung:

— weit entfernt von der Losung ist, selbst globale Konvergenz vorausgesetzt, die Konvergenzge-
schwindigkeit nur linear.

— u.U. hingt das Konvergenzverhalten 'chaotisch’ vom Startwert ab.

Die Nachteile der bisherigen Varianten sind:

— hoher Aufwand zur Bestimmung von Ay;

— ’Konvergenzverhalten’ empfindlich gegeniiber starken Anderungen der aktuellen Niherung F

fir F.

(5.1.9) Motivation fiir das Broyden—Verfahren _
F,(z) = F(z,) + Au(z — z,) liefert durch die Forderung F,(z,) = 0 , diesen sog. Quasi-
Newtonschritt, die neue Naherung z,, mit

Aaln — 70) = —F(za)
Wie bestimmt man A,, in der neuen Approximation Fy,(z) = F(z,) + An(z — 2,,) an F ?
1. Bedingung:  Fy(z,) = Fo(z).
Damit gilt
Ap(zn — z4) = F(zpn) — F(z,) , die sog. Sekantengleichung (vgl.(5.1.4)(d) fuir n =1) ;
und daraus folgend die fiir das superlineare Konvergenzverhalten ausreichende (Fast—)Newtoneigenschaft
An(Tn, — x4) = F'(zn) (20 — 74) -
2. Bedingung: | Ap—Aqllp = min{ [|B — Al | B E€R™™ : Blsn —24) = F(zn) — F(za) } ,

eine Bedingung, die offensichtlich starke Anderungen beim Ubergang von F, zu F,, vermeidet.

(5.1.10) Bemerkung

Ap ist durch die beiden Bedingungen An(zn —zq) = F(zn) — F(zq) und

|An — Agl|lp = min{ ||B — Agllr | B € R™" : B(zn —zq) = F(zn) — F(zq) } eindeutig
bestimmt. Mit sq = zp, — 24 gilt

1
ATL = Aa + i ( F(l‘n) — F(.’L'a) — AaSa ) Sat

Sa”Sa

Beweis:
F(zn) — F(zq) = B(xn — zq) eingesetzt ergibt
1

SatSa

An—Aa:

( B — Aa) Sasat ’

und damit

|An — Agllr < ||B — AgllF  wegen ||8a$a,t||F = satsa .

Der Minimumpunkt in diesem Bestapproximationsproblem in der Frobenius—Norm ist eindeutig
bestimmt.

O
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Wegen rangy s’ = 1 fiir s # 0,y # 0 heiit (5.1.10) Broyden-Rang 1-Updating—Formel.
Das zugehorige Quasi—-Newton—Verfahren ist lokal superlinear konvergent . Den allerdings deut-
lich schwierigeren Beweis (als fiir (5.1.7)) findet man z.B. in Dennis, J.E., Schnabel, R.: Nu-
merical methods for unconstrained optimization and nonlinear equations. sect. 8.2. Academic
Press 1983.

(5.1.11) Bemerkung (Bedeutung superlinearer Konvergenz)
Sei limy_y oo (%) = z* superlinear konvergent. Dann existieren ¢ > 0 und ¢ > 0 mit

c ||z* D — 20| < ||12®) — z*|| < € ||z®*+) — 2®)|| | k hinreichend gro8 .

Beweis als Ubungsaufgabe. =

Fiir nur linear konvergente Iterationsverfahren kann ||z(**1) — z(*)|| sehr klein sein, obwohl
|lz* — z*)|| noch sehr gro$ ist. Auch wenn man € in (5.1.11) nicht kennt und diese Konstante
sehr groB sein kann, ist bei superlinearer Konvergenz ||z(*+1) — z(*)|| = tol ein — zumindest
asymptotisch — ’verniinftiges’ Abbruchkriterium (neben einem kleinen 'Defekt’, etwa
|F (z**+D)|| < eps im Vergleich zu ||F(z*)|| =0) .

5.2 Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssyteme

Vorgehen und grundlegende Eigenschaften

Gegeben ist die quadratische Matrix A € IR™ " und b € IR™. Gesucht ist z € IR" mit Az = b.
Es gibt viele Moglichkeiten dieses Problem in eine Fixpunktgleichung umzuwandeln. Betrachten
wir die Zerlegung

(1) A=L+D+R,
wobei D = diag(Ai1, A2z, ..., Anp), L der strikt untere Teil von A (L;; = A;; fir j < ¢ und
L;; = 0 sonst) und R der strikt obere Teil von A (R;; = A;; fur j > ¢ und R;; = 0 sonst) ist.
Dann ist naheliegend

Dx=b—Lxr— Rxr , Dzxpey=b— Lxy; — Rxyy bzw. Dxpey =b— Lpey — Rroy.

Auflésen nach z,e, kann man, falls A;; # 0,1 < ¢ < n. Damit erhilt man die beiden folgenden
Verfahren

(5.2.1) Gesamtschrittverfahren  (nach Jacobi (1804-1841))
Sei Aj; # 0,1 < i < n, und A nach (i) zerlegt. Dann liefert das Gesamtschrittverfahren die
Tteration
Dzpey = b — Lzgyy — Ragyy-
O

Setzt man die bereits neu berechneten (hoffentlich verbesserten) Komponenten ein, erhélt man
das sog.

(5.2.2) Einzelschrittverfahren (nach Gauf§ (1777-1855) und Seidel (1821-1896))
Sei Aj; # 0,1 < i < n, und A nach (i) zerlegt. Dann liefert das Einzelschrittverfahren die
Iteration

Dzpey = b — Lrpey — RTasts

die man rekursiv fiir (Zpey)i , 2 = 1,2,...,n auflost.
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Analog kann man rekursiv fir (zney)i , i =n,n—1,...,1
Dzpey = b — Lzgyy — Ropey

l6sen, und auch das ganze ’symmetrisieren’ durch ’einmal vorwérts, einmal riickwérts’.

Zur Konvergenzanalyse betrachtet man die "Fixpunktiteration’
(5.2.3)(3) g® D = Te®) py ke INg;

mit gegebenem y € R™ und T € R™*". Fiir das Gesamtschrittverfahren (5.2.1) gilt in dieser
Notation
T;=-DYL+R) , y=D7'p,

fiir das Einzelschrittverfahren (5.2.2) gilt

Tgs=—(L+D)'R , y=(L+D)7'b.

o < klim z*) ist dann notwendig Lésung der Gleichung
—Q

=Tz " +y.

(5.2.3) Satz  (Konvergenz fiir Kontraktionen)
Betrachte (x(k))kemo nach (5.2.3)(7), und eine gegebene Norm ||.|| auf IR". Dann gilt
(a) Ist ||T||ina < 1, so konvergiert (m(k))kE]NO gegen z* mit z* =Tz* +y .

(b) In (a) gelten mit ¢ := ||T||;nq die Fehlerabschitzungen

ck

1—c¢

lz®) — 2| < |1z — 20|, ke N,

lo® — 2|l < 3 lle® — 2 V||, ke N .

(c) Konvergiert (ac(k)) ke, Dach (5.2.3)(4) fiir jedes beliebige () und v, so ist dafiir notwendig

und hinreichend, daf§ der Spetralradius p(T) < 1ist (p(T) = Amszl()%) [A]-
€

Beweis:
Mit G(z) := Tz +y gilt z*+t) = G(z®)) und z* = G(z*). Wegen
1G(u) = G)|| = T (u = )| < ||T|linallu — ||

ist in (a) (‘T(k))ke]No eine Cauchyfolge (vgl. die folgende Abschitzung fiir ||z(k+m+1) — z(k)|)),
deren Limes z* die Gleichung z* = G(z*) erfiillt.

<
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Zum Nachweis der Abschitzungen in (b) beachte man, dafl mit der Abschétzung
|20+ — 20| < ||z — 2O folgt

k+m
||'7"* _ x(k)H — lim ||'T (k+m+1) | — lim H Z (j+1) )“ <
m—oo m—o0

o
; 1
< W — 2O = kF— 110 = 2O
<3 1) ol = A =)

Aus der Abschiitzung ||z*+i+1D) — zk+9)|| < ¢ ||zB+D — ()| folgt analog

1
k (k+1) Ic k k-1
lz* = 2®)]| < |2 )IIJZOH<CIISC()—$( Ny—

(c) DaB8 p(T) < 1 hinreichend ist, folgt aus (a) auf Grund der Tatsache, da8
p(T) = f{||T|jng : ||.|| Vektornorm auf R"}

(vgl. z.B. Hammerlin, Hoffmann). Gilt andererseits p(T') > 1, so kann man leicht geeignet
konstruierte nicht konvergente Iterationsfolgen angeben.

O

(5.2.3)(c) kliart die Konvergenzsituation theoretisch. Natiirlich kann ||T'||;n4 bzgl. einer Norm
grofer 1 sein und bzgl. einer anderen Norm kleiner 1:

1/2 1/4
T = Tl =1.25, [Tl = 0,875 .
3/4 1/8

(5.2.4) Folgerung
Hinreichend fiir die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens ist jedes der beiden Kriterien

n
(a) > Ayl <|Aul, i =1,...,n; sog. starkes Zeilensummenkriterium ;
J=1j#i

n
(b) > Ayl < |44l , 7 =1,...,n ; sog. starkes Spaltensummenkriterium .

i=1,i#]
Beweis:
(a) T;. = —ATI[Ail...Ai i—1 0 A4; it1e- A; ] -
n
ITloe = max | Ty lly = max (e 2 |Agl) < 1
i R A
J=1j#i

n
|AZJ‘> < 1.

(b) analog zu (a) gilt ||T||1_max||Tj||1—ma.x(‘A ‘
J
7N =14 o
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Bezeichnung

A mit (5.2.4)(a) oder (5.2.4)(b) heiit diagonaldominant.
O
Der arithmetische Aufwand fiir £ Schritte eines iterativen Verfahrens betrigt fiir beliebige

(n x n)-Matrizen O(k - n?) im Vergleich zu O(n?) fiir direkte Losungsverfahren. Iterative Ver-
fahren sind also von Vorteil, wenn der Iterationsschritt z.B. nur O(n) kostet — was etwa bei
Bandmatrizen der Fall ist. Eine zweite M6glichkeit ist die Kenntnis einer sehr guten Startnihe-
rung, was k klein hilt. Ein Beispiel fiir die letztgenannte Situation ist

Nachiteration

Dabei wird eine Niherungslosung (%), die mit einem direkten Verfahren in Gleitpunktarithmetik
berechnet wurde, verbessert durch

(5.2.5) Nachiteration (zur Genauigkeitsverbesserung)

Gegeben z(9) mit Az(® =bund A = LR =: A. Dann fithre man folgende Schritte durch:

(1) 7O :=b— Az doppelt genau rechnen (wegen Az(®) = b ist Ausléschung zu erwarten);
(2) bestimme d© mit LRd© = r(©);

(3) M =20 4 4O,

Tteriere eventuell dieses Vorgehen mit z(9) := z(1).

O
(5.2.5) ist eine Iteration der Form (5.2.3)(7) mit
=FE—- A4 = A~'b.
Es gilt T=E Y b
(5.2.6) Bemerkung
Fiir die Iterationsmatrix 7" in (5.2.5) gilt
~ A-A
IT|| < cond(A) &' , falls w < e . e ist dabei klein analog (1.1.8).
Beweis:
i o1 LA = Al
IT| = A (A = A < [ATH I Al—=—
1]
O
(5.2.5”) Beispiel zu (5.2.5)
7.000 6.990 b 34.97 . 2
= s = , L =
4.000 4.000 20.00 3

Die LR—Zerlegung in 4-stelliger Gleitpunktarithmetik ergibt

~~ 1.000 7.000 6.990
LR =
0.5714 1.000 0.006

Durchfithrung der Nachiteration (5.2.5) (mit r(*) doppelt genau) als Ubungsaufgabe.

Zum Vergleich von Gesamt(Jacobi)—und Einzelschrittverfahren(Gauf—Seidel) die folgende
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(5.2.7) Bemerkung
Gilt das starke Zeilensummenkriterium (5.2.4)(a), so gilt

1TGslloo < I T7lle < 1.

O

Denn unter Beachtung von [Tyl < 1 folgt rekursiv fir £ = 1,2,...,n die Abschitzung
|(Tas z)k| < |77l col|Z]|co- Damit ist das starke Zeilensummenkriterium auch hinreichend fiir die
Konvergenz des Einzelschrittverfahrens.

Konvergenzverbesserung durch Relazation

Zum Abschlufl méchte ich fiir das Einzelschrittverfahren noch eine Strategie vorstellen, die Norm
der Iterationsmatrix zu verkleinern durch sog.

(5.2.8) Relaxation (beim Einzelschrittverfahren!)
Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in (5.2.3). Sei ein sog. Relazationsparameter
w > 0 gewadhlt. Mit gegebenem z,;; lautet dann die Iteration:

Bestimme ¢, rekursiv fiir ¢ = 1,...,n durch Losen der Gleichung
AiiZi = by — (Lxpew)i — (Rzqit)i  Gaufi—Seidel-Schritt;
und setze

Tneui = Talti + W(Li — Tari) (sukzessiver) Relazationsschritt. -

Bemerkung: xneu‘ = & ist gerade die neue Iterierte des Einzelschrittverfahrens. Ist w > 1,

w:1 .
spricht man daher von Uberrelazation — auch SO R—Verfahren genannt, fiir w < 1 von Unterre-
lazation.

Wegen Lpey + Di + Rzgy = b und Tpey = o + w(& — z4¢) hat das Verfahren (5.2.8) (nach
Elimination von %) in der Form (5.2.3)(%) die Gestalt

(5.2.9)(4) T,=D+wLl) '((1-w)D-wR) ; y=wD+wL)'b.

Ein optimaler Relazationsparameter w* > 0 ist einer mit dem kleinsten Spektralradius der
zugehorigen Iterationsmatrix

T ..) = min p(T,) .
p(To) gggp(w)

Einen ersten Hinweis auf die Lage von w* liefert

(5.2.9) Satz
Sei A =L+ D+ R wie oben und A;; # 0,7 = 1,...,n. Dann gilt fir 7,, in (5.2.9)(4)

p(Ty) > 1 —wl;

d.h. Relaxation ist sinnvoll héchstens fiir 0 < w < 2 .2

! fiir das Gesamtschrittverfahren wird die Relaxation z.B. in Schaback, Wendland besprochen
2 deshalb wurde w < 0 garnicht betrachtet
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Beweis:

_ 1
det(T,) = det ((D + wL) 1) det ((1 — w)D — wR) = doL(D) det((1 —w)D) = (1 —w)™, da L
bzw. R strikt untere bzw. obere Dreiecksmatrizen sind. Wegen det(T,,) = []7"; Xi, A € S(TL)
in algebraischer Vielfachheit gezihlt, ergibt die Annahme p(7T,,) < |1 — w| einen Widerspruch.

O

Unter den Voraussetzungen von (5.2.7) gilt zumindest in einer Umgebung von w = 1 die Un-
gleichung p(T,,) < 1. Unter speziellen Voraussetzungen an A sind genauere qualitative Untersu-
chungen dieser Abhéngigkeit moglich. Haufig hat

w— p(Ty)

ein Aussehen wie in Abbildung 5.1 (fiir einen Beweis im Fall ’A symmetrisch positiv definit’ s.

1.2

Abbildung 5.1: Spektralradius vs. Relax.parameter w: A symmetrisch

z.B. Himmerlin, Hoffmann; eine klassische Monografie zum Thema von Abschnitt 5.2 ist Varga,
R.S.: Matrix iterative Analysis, 2. rev. expanded ed., Series in computational mathematics Vol.
27, Springer Verlag 2000).

Fiir ’schiefsymmetrisches’ A, d.h. in der Zerlegung A = L+ D + R gilt L = —R!, ergibt sich die
Situation von Abbildung 5.2 Die klaren Konsequenzen sind fiir

A symmetrisch: Uberrelaxation mit besser iiber- als unterschitztem (quasi-) ’optimalem’ Re-
laxationsparameter;

A 'schief symmetrisch’: Unterrelaxation mit besser unter- als iiberschiitztem (quasi-) ’optima-
lem’ Relaxationsparameter.

Noch ein Hinweis zur Notation: hdufig wird in der Literatur A zerlegt in A = —L + D — R mit
dem offensichtlichen Vorteil, dal dann die Iterationsmatrix nicht wie bei mir negative Vorzeichen
hat; fiir das Programmieren ist wohl die von mir gewihlte Notation 'natiirlicher’.
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Abbildung 5.2: Spektralradius vs. Relax.parameter w: A schiefsymmetrisch

Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten beruht auf der Tatsache, daf fiir ¢(x) = %xt Q:v—l—ctx

mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix @ wegen grad q(z) = Qz + ¢ notwendig und

hinreichend fiir m]if? q(z) = q(z*) ist, daBl Qz*+ ¢ = 0 gilt. Das cg —Verfahren bestimmt iterativ
TEIR™

eine Folge von Nidherungen an dieses Minimum durch

— Wahl einer Abstiegsrichtung s,;; im aktuellen Iterationspunkt z,;;, und

— anschlieflende ’eindimensionale’ Minimierung von ¢ in dieser Richtung.

(5.2.10) cg —Verfahren (zur Losung grofler symmetrischer positiv definiter linearer Glei-
chungssysteme)

Gegeben : Q € R™™ |, ¢ € R" symmetrisch, positiv definit;

Gesucht: * € R®™ mit Q z* + ¢ = 0;

bzw. x* = arg min q(x) , wobei q(z) = xth—Fctav.

1
2
Bestimme eine Startniherung zq¢  ( gewdhnlich xqe =0 ) , und berechne

(1) Gait = Qzon+c ( gar = grad q(zqn) );

Salt ‘= —Yalt 3
?

Solange gar # 0 (i.e. galttgalt = ||galt||22 > 0), bestimme neue Naherung Tpe, durch
2 o = (ar’ gaw)/(sar’ Qsar)  (theoretisch o = —(ga’ sar)/(sa’ Qsart) )
(3) LTnew = Tait + @ St
(4) Gnew = Gait + « Qsgyy ( theoretisch gpew = grad Q(xneu) )

(5) ﬁ = (gneut gneu)/(galtt galt) ( theoretisch ,8 = (gneut Qsalt)/(saltt Qsalt) )
(6) Sneuw = —Oneu + /3 Salt 5
(maltagalt,salt) = (mneuagnemsneu) .
Andernfalls ist ©* := x4 Losung von Qz + ¢ =0.
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(5.2.11) Bemerkung
In Algorithmus (5.2.10) ergibt sich

(a) die Wahl von « aus der Bedingung q(zq;; + asa) = ?’lﬁ_[{l q(zqit + tsqit), der sog. ’eindimen-
€
sionalen’ Minimierung,

(b) die Wahl von 3 in spey = —grad q(Tneu) + Bsa aus der Bedingung Sneu' Qsair = 0, der
sog. 'Q-Konjugiertheit’ aller Abstiegsrichtungen s.

Beweis:

(a) Mit o(t) := q(zai + tSai) gilt notwendig (und hier auch hinreichend)

= (P(t)l‘t:a =< grad Q(walt+t3alt)|t:a’ Sait >=< +a3alt)’ Sat >=< grad Q(37alta Salt > +o < Sqit, Salt > -

(b) Fiir spey = —grad q(Tney) + BSar gilt

< Sneu, QSait >= 0 <= B =< grad q(Zneu), Qsait > / < Sait, @Sait >
|

Seien die von der iterativen Anwendung des cg —Verfahrens erzeugten Groflen entsprechend mit

{zo,z1,22,...} , {90,91,52,...} und {so,s1,s2,...}
bezeichnet. Dann gelten die folgenden

(5.2.12) Eigenschaften des cg —Verfahrens

Fiir alle K € INg mit g; # 0, 0 <14 <k, gilt

(@) gr'si = 0,0<i<k—1;

(b) sx'Qs; = 0,0<i<k—1;

(c) span({go,g1,---,g9x}) = span({go, Qgo, Q*go, .-, Q*go});
(d) span({so,s1,...,sk}) = span({g0, @90, @*90, ., Q" g0}) -
Beweis:

Wir zeigen (a) — (d) gleichzeitig durch Induktion. k£ = 0 ist klar wegen sy = —go.

k~k+1:

(a) gri1'sky = 0 nach (2) in (5.2.10); fiir i < k — 1 gilt

gr1'si = (gr + axQsk)'si = g'si+opsk'Qsi = 0

nach Induktionsvoraussetzung (a) und (b).

(b) sp1'Qsk = —gri1'Qsk + PBrsk'Qsr = 0 nach (5) in (5.2.10); fiir 4 < k — 1 gilt nach
Induktionsvoraussetzung (d)

Qs € span({Qngo :0<j <k~ 1}) C span({so, ...,sk}) .

Damit folgt fiir 4 < k — 1 nach Induktionsvoraussetzung (b) s;'Qs; = 0

sk+1'Qsi = —gr1'Qsi + Prsk'Qsi = —gr1'(@si) = —gr1"(Xj<x ¢j55) = 0 nach (a).

(¢) grk+1 = Qxpr1 + ¢ = Qg + Qs + ¢ = g + apQsk. Also gilt nach (c) und (d) der
Induktionsvoraussetzung gx+1 € span({Q’go : 0 < j < k}) + span({QQ7gy : 0<j <k}).
Damit gilt
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span ({90, g1, -, gk+1}) C span({Q’go : 0<j < k+1}).
Aus der Annahme, daf} die beiden Mengen nicht gleich sind, folgt aus Dimensiondgriinden, daf

Jk+1 € span({go,gl, ...,gk}) = span({so,sl, ...,sk}). Da (a) fiir £ + 1 bereits gezeigt wurde,
folgt gg+1 = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

(d)  Sk+1 = —gk+1 + Brsk ist nach (c) linear unabhingig von {sq, ..., sx }. Wieder aus Dimensi-
onsgriinden gilt damit in span ({so, 51, ..., sg+1}) C span({Q7gy : 0 < j < k+1}) die Gleichheit.

O
K(Q;g90) = spcm({go, Qg0, Q%90, --, Q% g0, }) heifit der Krylov—Raum von Q zu gy.

(5.2.13) Folgerung
Sei dim K(Q;go) = m. Dann gilt g, = 0, d.h. es ist z,,, = * nach m < n Schritten.

Beweis:
gm € span({Qgy : 0<j <m}) = span({Q’go : 0 <j <m—1}), da die Dimension von

K(Q; go) gleich m ist. Wegen g,,,'s; = 0,0 < j <m — 1, folgt g, = 0. -

Besonders wirkungsvoll wird das c¢g —Verfahren durch Vorkonditionierung : an Stelle von
arg min ¢(z) , q(z) = %thw +clz

sucht man dquivalent das Minimum von
arg min ¢(z) , ¢(z)= %wtézc + 3t

wobei wir mit C = HHY |, H nichtsingulir, setzen: Q:=H 'QH ' , ¢=H 'c.

Ich verweise auf weiterfithrende Literatur (s. Ende des néichsten Kapitels), wie man C sinnvoll
wéhlen kann/soll.



Kapitel 6

Eigenwertaufgaben bei Matrizen

6.1 Einfiihrung; Vektoriteration
In Kapitel 6 betrachte ich folgende

(6.1.1) Matrix-EWA
Gegeben A € IK "™ . Gesucht ist (z,A\) E K" XK , £ # 0 mit Az = Az . X heiit Eigenwert

von A, z zugehoriger Eigenvektor; S(A) bezeichnet die Menge aller Eigenwerte.
O

Wenn eine Basis des IK" von Eigenvektoren {z1, ..., z, } existiert, heifit A diagonalisierbar oder
digonalihnlich. Dann gilt mit Az; = \jz;,1 = 1,..,n, und X = [z1|z2|...|24]

X'AX = diag( M1,y ... An).

(6.1.2) Vektoriteration  (fiir eine Matrix A)
Gegeben A € IK " | K = IR oder IK = €. Wihle 3 ¢ K" (als Startniherung fiir einen
Eigenvektor von A) mit ||y(?)|| = 1, und berechne

gk = Ay k) = ?’fk)/”@(k)ﬂoo (oder irgendeine andere Normierung) .

(6.1.3) Satz
A € IK ™*" gei diagonaldhnlich mit einem einfachen dominanten Eigenwert A1, d.h. es gelte

A1l > A2 > ... > | Aal

wobei {A1 ...\, } die Eigenwerte von A und z1,.. .z, eine zugehdrige Basis von Eigenvektoren
ist. Dann gilt fiir jedes y(© = 3" ¢z, |y(V]|o = 1, mit ¢; # 0, fiir die Folge (y®))gen, aus
(6.1.2)

(G, e:)

firallei : < x1,e; >#0.

80
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Beweis:
(H 1590100 ) (59, 5) = (A*y ), e;)
=\ < T1,6e; > {1 +Z (/\ )’YM)}
1 < T1,e€ >

k
Nach Voraussetzung gilt hm (f\\—l) =0, 2<j<n, und daher @{k),ei> # 0 und folglich

(y®), e;) # 0 fiir hlnrelchend groBes k. Fiir hinreichend grofles k folgt weiter
lim

k-1
(_H 15910 ) (50, )
k—>00

(H 1570 ) (550, €3)

AL

Aus dem Beweis von (6.1.2) erkennt man, daf§

k) o
G of|fy

gilt. Die Vektoriteration ist also nur giinstig, falls R—ﬂ << 1 gilt. Gute Verfahren — wie das

QR—-Verfahren mit shift — versuchen diese Voraussetzung implizit zu erfiillen. Explizit gegeben
ist diese Situation bei der sog. Inversen Iteration

(6.1.4) Inverse Iteration (von Wielandt)
Sei A diagonalisierbar, und eine Ndherung A von A € S(A) gegeben mit

1
0 < A=A < 2 min |e = Al .
pe S(A)\ {A}
Mit Ay = X und (irgendeinem) yg;; mit ||yqs¢]|2 = 1 wiederhole man die Iteration

(1) bestimme Yneu ( A=Al ) Ynew = Yalt 5 ||yneu||2 =1;

(2) berechne die neue (hoffentlich bessere) Ndherung A,e, von A

<yalt; yneu>
(Ynew Yneu)

AYneu,
Aoy 1= M = A+

(Yneus Yneu)

(/\altayalt) = ()\ne'u’yneu) .
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(6.1.5) Bemerkung

Die iterative Durchfiihrung von (6.1.4)(1) ist gerade die Vektoriteration fiir die Matrix

(A — AE)~! - daher der Name ’inverse Iteration’. Ist A eine gute Niherung fiir A € S(A), d.h.
gilt

0 < A=) << min lw— A .
€ S(A)\ {A}
so folgt
v
__max _ ‘7~_1‘ << 1;
veS((A-AE) 1)\ (A=X"1'(A=})

d.h. die inverse Iteration konvergiert 'recht gut’. -

Zur Beurteilung sowohl der Giite berechneter Niherungen als auch des Einflufles von Stérungen
z.B. durch Gleitpunktarithmetik dient

(6.1.6) Satz  (Storungssatz fir Eigenwerte)
Sei A € K "*" diagonalisierbar, etwa X 'AX = diag(\,...,\,) = A, und |.|| : K* — R
'monoton’, i.e. | Dl|jng = 0(D) = maxcg(py || fiir jede Diagonalmatrix D.

(a) Fiir 7 € K", 7 #0, und X € K gilt

- AT — %
min A=) < condind(X)M .
A e S(A) 1z

(b) Sei AA € IK ™", Dann gilt fiir jedes X € S(4 + AA)

min (A=A < condina(X)|AAlling -
e S(4)

Beweis:

(a) Fir }\ie S(A) ist die Behauptung klar. Sei also o.E. X ¢ S(4), d.h.
(A — AE) nicht singulidr, und min |\ —\| > 0.
AES(A)

— AT-XF = (XAX'-XE)Z = X(A-XE)X'Z.
= @ = [[X(A-XB)X '] "'(4% - X3)|
< XA = XB)TH X (147 — Az -
Da die Norm monoton ist, gilt

IA=3B) ) = [ldiag(Oa =X)L G = D)) = max|p X7 =

min |A; — Al

Insgesamt folgt _

min | — X < [IX]| X~ _
: B
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(b) Zu X € S(A+ AA) existiert y # 0 mit (A + AA)y = Ay. Damit gilt fiir den Defekt von
(A, y) bzgl. der Eigenwertgleichung von A
14y =Xyl = |AAy]| < [[AA]l |ly]l -

Nach (a) folgt die Behauptung.

O
Wann ist der Verstirkungsfaktor fiir die absoluten Fehler in (6.1.6) klein?
Bemerkung
(a) A€ C™*" heiBt normal, wenn U unitir existiert mit U AU = A Diagonalmatrix.
(b) A ist normal genau dann, wenn A"A = AA" gilt.
(c) Jede symmetrische Matrix A € IR "*" ist normal.
O

(6.1.7) Folgerung
(a) Fiir normale Matrizen A ist die Eigen wertbestimmung gut konditioniert bzgl. absoluter
Fehler AA.
(b) Fiir normale Matrizen A liefert
(6.1.6)(a) ein Abbruchkriterium fiir die Vektoriteration;

(6.1.6)(b) ein Abbruchkriterium fiir das @ R—Verfahren (s.(6.2.1)) fiir Hessenbergmatrizen.

Beweis:

condy(U) =1 = cond2(Q) .

6.2 QR—Verfahren

Dieses Verfahren 16st die ’'volle Eigenwertaufgabe’, nimlich alle Eigenwerte und zugehotrigen
Eigenvektoren zu bestimmen. Erreicht wird dies durch eine Folge von Ahnlichkeitstransforma-

tionen
Aalt — X_lAaltX =: Apey

mit dem Ziel im Limes eine (obere) Dreiecksmatrix zu erzeugen.

(6.2.1) QR—Verfahren (prinzipielles Vorgehen)
Gegeben A, := A € IR "*™. Wiederhole bis zum Abbruch

(a) Bestimme QR-Zerlegung A, = QR mit @ orthogonal, R obere Dreiecksmatrix ;
(b) Apew = RQ 5 At = Aney -
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Klar gilt: Q™' Au@Q = Q'(QR)Q = RQ = Aneu.

Eine Steigerung der Konvergenzgiite erreicht man durch Nullpunktsverschiebungen, sog. shifts.

(6.2.2) QR—Verfahren mit shift
Gegeben A, := A € IR "*™. Wiederhole bis zum Abbruch

(a) Wihle sg € R, 2.B. sqip = (Aalt)nn (besser sind abwechselnd die beiden Eigenwerte

A A
von ( alt)"_l n-t ( alt)"_l ™ |, die man auch bei konjugiert komplexen Eigen-

(Aalt)n n—1 (Aalt)n n
werten zu einem reellen sog. Doppelschritt zusammenfassen kann).
(b) Bestimme QR-Zerlegung ( Ayt — SarFl ) = QR mit @ orthogonsl, R obere
Dreiecksmatrix.
(C) Apew = RQ + sanE 5 Aqit := Aneu-

Wieder gilt: Q 'AunQ = QU QR+ 5.4F)Q = RQ + sqtF = Apeu.

Fiir die arithmetische Komplexitét eines Iterationsschrittes in (6.2.1) und (6.2.2) gilt
O(n?) fiir beliebiges A,
O(n?) fiir (obere) Hessenbergmatrix A.

Deshalb transformiert man die EWA fiir A in einem einmaligen Vorbereitungsschritt in eine
dquivalente EWA fiir eine obere Hessenbergmatrix H. H ist obere Hessenbergmatrix, wenn
Hj;=0firj+2<i<n, 1<j<n;gilt, dh esist nur eine untere Nebendiagonale # 0:

QA Q'=H , Q orthogonal , H obere Hessenbergmatrix .

(6.2.3) Vorbereitungsschritt
. . Ep | 0 .
Bestimme @ als Produkt von Matrizen H,,, der Form H,, = _ mit E,, € R™*™
0 | Hy

Einheitsmatrix, wobei die Householdertransformation Hy € R-1x(m-1) den 1. Restspaltenvek-

tor A, = [A91 A31...Ap1]t zu einem Vielfachen von [ 10 ... 0 ]* € IR® ! macht. Die anschliefende
t

| B0 : : : B, 0
Rechtsmultiplikation mit _ dndert die 1. Spalte nicht. Analog wirkt ~
0 H; 0 | Hy
t
0
(von links) und 2 ~ (von rechts) auf den 2. Restspaltenvektor, usw. Schlieflich ist
0 Hy

Hy oHy 5---HiAH\"-- - H,_3'H, 5"

eine zur Ausgangsmatrix A #hnliche obere Hessenbergmatrix.
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Da die obere Hessenbergform erhalten bleibt bei jedem Iterationsschritt des Q R—Verfahrens (mit
und ohne shift), betrachte ich den Iterationschritt (6.2.2) fiir obere Hessenbergmatrizen Hy,j; und
H,,. Dann gilt

Bemerkung
Unter geeigneten Voraussetzungen hat das Q R—Verfahren mit shift folgende asymptotische Kon-
vergenzgeschwindigkeit:

— fiir beliebige Matrizen A gilt ‘(Hneu)n n71| = O( |(Halt)n n71|2 )
— fiir symmetrische Matrizen A gilt ‘(Hneu)n n71| = O( ‘(Halt)n n71|3 )

O
Damit unterscheiden sich ﬁneu, das aus H,, entsteht durch Abédnderung von (Hneu)n n1 ZU

~

(Hneu)n n_1 = 0, und Hpe, nur sehr wenig. Nach (6.1.7)(b) ist (Hneu)n ,, also eine sehr gute

Néiherung fiir einen Eigenwert von Hey,.
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