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Klausur zur “Mafitheorie und Integralrechnung
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1. (a) (I Punkt) Formulieren Sie eine Version der Transformationsformel fiir mehrdimen-
sionale Integrale.

(b) (3 Punkte) Gegeben sei die Abbildung
fiRT=RE fa,y) = (€1, "),

Berechnen Sie eine Dichte %)‘;] des BildmaBes f[\;]. Hierbei bezeichnet A\ das Le-

besguemaf auf B(R?).
Hinweis: Beachten Sie, dass f nicht surjektiv ist. Verwechseln Sie nicht f mit f~!!

2. (a) (1 Punkt) Es sei M C R™ eine n-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit, wobei
m,n € Nmitn < m. Weiter sei ¢ : U — ¢[U] = M eine glatte bijektive Parametrisie-
rung, definiert auf einer offenen Menge U C R"™. Definieren Sie das Oberflichenmafl
wyy auf (M, B(M)). Dabei soll R™ mit dem Standardskalarprodukt versehen werden.

(b) (3 Punkte) Berechnen Sie den Fliacheninhalt wy, (M) der Schraubenfléche
M = {(rcost,rsint,t)]0 <t <2m, 0 <r < R}

fiir gegebenes R > 0.

3. (a) (I Punkt) Formulieren Sie entweder den Satz von der dominierten Konvergenz oder
den Satz von Lebesgue zur Vertauschung von Integral und Ableitung.

(b) (3 Punkte) Die Funktion

: . 1 > o
Ai:R— R, Ai(x)=—Re W exp —g—kzxwt dt
™ 0

mit der Abkiirzung w := €™/% wird Airy-Funktion genannt. Zeigen Sie, dass sie die

folgende Differentialgleichung erfiillt:
Ai"(z) =z Ai(z) fiir x € R.

Achten Sie dabei sorgfiltig auf die Begriindung von Vertauschungen von Integral
und Ableitung.

4. (a) (2 Punkte) Gegeben sei die durch

xdy Ndz +ydz ANdr + zdx Ady

3
(22 + 42 + 22)3/2 , (z,y,2) e R\ {0}

W(z,y,2) *=
definierte 2-Form w € D?*(R? \ {0}). Berechnen Sie dw.
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(b) (1 Punkt) Formulieren Sie eine Version des Satzes von Stokes, inklusive der Voraus-
setzungen.

(c) (1 Punkt) Beweisen Sie: Es gibt keine glatte 1-Form n € D'(R3 \ {0}) mit dn = w.
Hinweis: Betrachten Sie das Integral |, g2 W, wobei S? mit einer beliebigen Orientie-
rung versehen sei.

5. (a) (I Punkt) Formulieren Sie das Lemma von Fatou.
Hinweis: Gemeint ist das allgemeine Lemma von Fatou aus der Mafitheorie, nicht
der Spezialfall fiir Reihen aus der Analysis 1.

(b) (8 Punkte) Gegeben seien p € [1,00[, ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, u1), eine
Folge (fn)nen von Funktionen f, € M(2,.A) und eine weitere Funktion f : Q — R
mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(i) Yw € Q: fo(w) =3 f(w),

(ii) SuPneN”fnl{\fn\>m}||p — 0.

Beweisen Sie:
n—oo
[fn = fll, — 0.

6. (a) (I Punkt) Gegeben sei ein von unten o-stetiger Inhalt y auf einer Mengenalgebra A
iiber einer Menge (). Definieren Sie das zugehorige duflere Maf3 p*.

(b) Gegeben seien eine Menge €2 und eine Funktion v : P(2) — [0, 00] mit folgenden
Eigenschaften:

(i) v(0) =o0.
(ii) Fiir alle A, B C Q mit A C B gelte v(A) < v(B).
(i) o-Subadditivitit: Fir alle Folgen (A, )nen von Teilmengen A, C Q gelte:

v (U An> <> v(Ay).
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Weiter sei
F={AePQ)IVCeP(): v(C)>v(ANC)+r(A°NnC)},

wobei A¢:= Q\ A. Zeigen Sie:
(bl) (1 Punkt) Fiir alle A, B € F gilt AUB € F.
(b2) (2 Punkte) Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen A, € F gilt:

JA.er
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Hinweis: Verwenden Sie Ideen aus dem Beweis des Fortsetzungssatzes von Carathéodory.



