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Losungen

Beweisen Sie die Formel
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fiir geeignete Polynome p, vom Grad 2k, wobei k € Nj.

Losung:

Beweis per Induktion nach k:
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Losung der Poissongleichung. Es sei f : R? — R eine glatte Funktion mit kompaktem
Triiger und A : R® — R durch folgende Faltung mit dem Newtonpotential definiert:
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h(z) := As(dy)

Zeigen Sie, dass auch h glatt ist und die “Poissongleichung”
Ah=f

erfiillt.
Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass Ableitungen nach Komponenten von x und das Integral
hier vertauscht werden konnen.

Losung



14.3

Es gilt

B 7Th(av—}—hei)—h(x) _ fl@x+he; —y) — flz—y)
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fiir Einheitsvektoren e; € R® und t # 0. Nach Definition der partiellen Ableitung konver-
giert
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gleichmiissig. Entsprechend erhalten wir gleichméflige Konvergenz fiir die zweiten Ablei-
tungen und entsprechend mit dominierter Konvergenz

Am Jgs |yl

A h(z) = A3(dy).

Wegen A, f(z —y) = (—=1)2A, f(z —y) = Af(z — y) erhalten wir mit g.(y) = f(z —y)

b Ayga(y)
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A h(z) = A3(dy).

Die Funktion g, erbt die zweifache stetige Differenzierbarkeit, sowie den kompakten Trager
von f, Vo € R. Jetzt konnen wir 2.160 verwenden und erhalten die Behauptung

Agh(z) = g2(0) = f(a).

Greensfunktion zu A in R", n > 3. Zeigen Sie fiir n € N mit n > 3 und f € C*(R"):

/ Af(%) An(dz) = —n,(B,) f(0)

v Iy

wobei B,, die n-dimensionale Einheitskugel bezeichnet.
Hinweis: Der Fall n = 3 ist in Beispiel 2.160 behandelt. Lassen Sie sich durch diesen
Spezialfall inspirieren.

Losung:

Wir argumentieren komplett analog zu Beispiel 2.160: Man berechnet leicht, dass AW =
0 fiir alle z # 0. Mit Mg, = {z € R" | » < [|z|| < R}, wobei supp(f) C Br(0), und dem

Satz von Green erhalten wird
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wobei s, die Skalierungsabbildung x — rz ist. Wiederum wie in Beispiel 2.160 bemerken
wir, dass s’ f(x) = f(rx) ist. Ferner

o, V(@) =Y (1) Dif()der AL Adai A Ada,
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Analog gilt s¥x,, Vg(x) = r"'x, Vg(rz)und mit Vg(z) = —(n—Q)WN(x) erhalten
wir
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Wir setzen die obige Rechnung fort und erhalten
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Da @{% An-integrierbar ist, folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass

/ Af@) )\n(dl’) _ lim/ Af(x) A (d;zj) = —(n - 2)f(0)n)\n(Bn)-
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14.4 Lie-Ableitung und Hamiltonische Vektorfelder. Fiir ein Vektorfeld v € C(U, R™)
auf einer offenen Menge U C R™ und eine p-Form w € DP(U), p > 1, definieren wir die
Lie-Ableitung von w nach v durch

Low = iydw + diyw.
Wir setzen auch noch £,w := i,dw fiir w € D°(U).

(a) Zeigen Sie, dass die Lie-Ableitung die “gewthnliche” (nicht antikommutative) Pro-
duktregel
Lo(wAx) = (Low) Ax +w A (Lox)

fir w € DP(U), x € DU(U) mit p,q € Ny erfiillt.

(b) Berechnen Sie die Lie-Ableitung £,w der Standardflichenform w = dx A dy, (z,y) €
R? nach dem Vektorfeld v : R* — R?, v(z,y) = (z,y).

(¢) Nun seien n = 2m gerade, H : U — R glatt,

m
W= Z dz; N\ dxjim,

Jj=1
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—D,,H),

und
UV = (Dm+1H, .. .,DQmH, —DlH, ey
also v; = Dy, ;H und vy,4; = —D;H fiir j = 1,...,m. Zeigen Sie:

(i) i,w = dH,

(i) L,w =0,

(iii) w"™ :=w A ... Aw ist ein konstantes Vielfaches der Standardvolumenform A

m Faktoren
dl’lAAd$n,
(iv) L A, =0.

Losung

(a) Es ist mit 2.85 und
L,(wAn)=iydwAn)+di,(wAn)
= iv(d(w) An+ (=1)Pw A d(n)) + d(iv(w) A+ (=1)Pw Aiy(n))
DPHd(w) Adyn + (=1)Piyw A d(n) + w Adyd(n)
n) +w A diy(n)
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Ly(w) An+wA Ly(n)
Die Formel in 2.85 ergibt sich wie folgt: Sei (e;) eine Basis von V. Wegen Linearitéit von

1 geniigt es die Aussage auf der Basis zu iiberpriifen. Es ist

Ge (€ Ao Neg, Nej A= Aej )(0)
—w =
0 falls 4 £ 4y, jg, V1 <1 <p, VI <k <q
A e, (+) falls m € {iy,...,1,}
falls m € {j1,...,7,}

=¢ (D)™ le A A A
(_1>p+m_162.1 AN /\%/\ e A ej.q(.)
Ebenso bestimmt man fiir die rechte Seite der Leibnizregel die Werte in den unterschied-

lichen Féllen um die Behauptung zu zeigen
(b) Es ist
Low = L(dx) N dy + dx A L(dy) = di,(dx) + di,(dy)
= d(—ydx + zdy) = —dy N dx + dxz N dy = 2dx N\ dy
(¢) Zu Teil (i): Man berechne
(V)24 (w) + (1) 20 (w) 240 (V) = (05241 — Vjsmda) (W)

w(v,w;) =
Zusammengefasst ergibt sich
> (DjimHdzjm + DjHdz;) = dH

ip(w) = ‘

Zu Teil (ii): Nach Teil (i) gilt £,(w) = i,dw =0
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Zu Teil (iii): Durch ausmultiplizieren sehen wir, dass bei Wahl eines Summanden in der er-
sten Summe, wir in der zweiten alle bis auf denselben Summand (d. h. (n — 1) verschie-
dene) Summanden auswihlen konnen ohne die 0-Form zu erhalten. Induktiv erhalten wir
W™ = nlday A .. A dx,.

Zu Teil (iv): Es gilt nach Teil (a) und (ii) £(A,) = n!Lw = nl(Lwo Aw A ... w) + ...+ (WA
WA ... Lw))=0.



