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Ubungen zur Analysis 3
Lo6sung

13.1e Fliche eines Hyperbelsektors. Berechnen Sie fiir a > 0 den Flécheninhalt Ay(A) des
Hyperbelsektors
A ={(rcoshs,rsinhs)|0<r<1,0<s<a}

und vergleichen Sie mit der (damals anschaulich-heuristischen) Rechnung aus der Analy-
sis 1.

Losung

Setze
v:(0,1) x (0,a) — A
(r,t) — (r cosh(s), rsinh(s)).

Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus, dessen Jacobideterminante den Wert —r hat, im Betrag
also r ist. Aus dem Transformationssatz folgt

A) = / )y = / s
A #((0,1)x(0,0))

= / | det Dp(r, s)|drds
(0,1)x(0,a)

=a / rdr
0
1
= —a.
2
13.2 Integral iiber Bliatterungen durch Hyperflichen.

(a) Essei U C R™ offen und f : U — R stetig differenzierbar mit df, # 0 fiir alle x € U,
so dass die Niveaugebilde M, := f~ ({t}) t € R Hyperflidchen in R™ (oder leer) sind.
Zeigen Sie fiir alle g € M (U, B(U

f o _/ /M [

(b) Uberzeugen Sie sich davon, dass man im Spezialfall U = R" \ {0}, f(z) = [z
hieraus wieder die Formel (61) aus Ubung 2.56 erhilt.

Lésung Since df, # 0, Vz € f~'({t}) U, C U Umgebung s. d. U, ~ —|e,e[xV,,e >

0,V, C M, mittels des Diffeomorphismu f x f.! Entsprechend gilt T,U ~ T, M, x (V f(z))

und die Zerlegung ist orthogonal bzgl. Standardskalarprodukt. Wir ergénzen e;(x) :=
Vf(z)
IV f ()l -
tierungserhaltend ist.> Dy hat in unserer Basis e;(z) die Form (f x f) mit einer Ma-

mit e;(z), 2 < i < n zu einer ONB von 7,(U) s. d. die Transformation orien-

!Der Satz iiber implizite Funktionen liefert diese Blitterung.
2Insbesondere #ndert sich \,, durch diese Rotation nicht.



trix f € R®D*0=1D und (0. B. d. A)? det(Dy) = 1. Es folgt det(Df) = |Vf]~!, da
det f = ||V f||. Wir betrachten hier f als Abbildung von R — R mittels der lokalen Iden-
tifikation von U, mit | — &, &[xV,.? Zur Vorstellung: v : —e, e[— U, mit v(0) = x ist ein
Weg in U mit f( (t)) =t und D(f o)(t) = 1. Die Linge dieses Wegstiickes ist gegeben

(fo
durch [°_[lY (@)l dt = [~ (V@) dt.
Wir erhalten (f)*o, = ||V f(z)| "o, und somit

9(y)dy = o) WMt (dz) dt.
/U /]R/M IV f ()]l

Im Fall f(z) = ||z| ist die Faser iiber r gerade die Sphére S*~! vom Radius r fiir r > 0
und die leere Menge sonst. Mit ||V f(z)|| = 1 und na/? 2 Q1 (dz)r™™! das eindeutige

r()

Volumenmaf auf S”! erhalten wir die Formel aus 2.56.

13.3 Es sei w eine glatte p-Form auf einer offenen Menge U C R", x € U und vy, ..., v, € R™.
Beweisen Sie

n

dwy (v, ..., vp) = > _(=1)fdwa(vr) (vo, - 395 - ), (1)

wobei d die dufere Ableitung und d die Ableitung aus der Analysis 2 bezeichnet.
Hinweis: Laplace-Entwicklung von Determinanten

Losung

13.4 Sei f:R3\ {0} — R glatt,
h:J0,2m] x ] = 2, 5[ x 0,00 - B*\ {0},
h(¢,0,r) = (rcos B cos ¢, r cos 0 sin ¢, rsin §)
die Umrechnung in Kugelkoordinaten, und F' = f o h.

(a) Zeigen Sie:

10 [ ,0F 1 0 OF 1 0*F
(Af)oh=— 2o < 67‘) + 72 cos 6 00 <C0S9%) + 2 cos? 0 D2

Der Kiirze halber sind hier die Argumente (¢, 0, ) weggelassen.

(b) Wenden Sie diese Formel fiir f(z) = zse~I7l2, 2 = (21, 25, 23) an. Berechnen Sie zur
Kontrolle auch (Af) o h direkt und versuchen Sie, {ibereinstimmende Ergebnisse zu
erhalten.

Loésung

3Ggf. skaliere man die Parametrisierung f.
4D f ist auch in dieser Basis eigentlich die Abbildung (ey,...,e,) — Vf(x)er,d. h. Df(z) = (Vf(z),0,...,0).



(a) Man verwende 2.139 mit g = h*oc = h*(dz @ do + dy @ dy + dz ® dz) = (dr @ dr +
r?df @ df + 12 cos?*(0)dp ® dp) und +/det(g) = r?cos(f). Einsetzen in die Formel aus
2.139 liefert das Ergebnis

(Af) o h(r,0,¢) = \/W 6{;@ (s/detg r,0,)g,, (r.0 ¢ foh)(r,@,gb))

10 [ ,0(foh) 1 0 d(foh) 1 9*(foh)
S r2or (T or +T2C089% cos? 00 +r200820 d¢? 7

wobei wir in der letzten Zeile wieder die Argumente weggelassen haben.
(b) f(h(r,0,¢)) = rsin(f)e”" und

10,, . 1 0 5 .,
(Af)oh = EE(T sin(6)e (1—r))+m%(cos (O)re™")
_ sin(f)e”"(r* —4r +2)  2sin(f)e”"  (r — A)sin(0)e".

r r
Wir {iberpriifen die Rechnung
() < il = a3 = adase™ | (aflo]l - ot — af)ase” ]
]| EIE
(‘Tgan B 3$% - 3I% — 2$§)x3e_”xu
z|]?
==l
Trae
= ((2] + 23 + 23)||z| — (23 + 23 + aF + 25 + 32F + 323 + 273)) Tlﬂf—H?’
= |||l
ZI3e
= ([l]® — 4]l
( ) TP

und transformieren das Ergebnis in Kugelkoordinaten

(7«3 _ 472) W = (r —4)sin(f)e™".
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