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Ubungen zur Analysis 3
Losung

12.1e Riickzug vertauscht mit Dachprodukt. Essei f : U — V eine differenzierbare Abbildung
zwischen zwei offenen Mengen U C R™ und V' C R” und w eine p-Form und y eine ¢-Form
auf V', p,q € Ny. Zeigen Sie:

frwAx)=(f'w) A x)

Losung

Seien vy, ..., Vptq € R™. Dann gilt

Frlwonx)=(wAx)(Df(o),....,Df(vn))

1 :

= ol > sign(0)w(Df (o), - - Df 0oy )X(Df Vatpr1), - - - Df (Vaprg)
T 0€Spq
1 . N X

= p|_q| Z SlgIl(O')f w<va(1)a cee avd(p))f X(UO'(p-‘rl)u e 7U0(p+q))

0E€Sp+q

= ([fTO A1 vpg).

12.2 Volumen eines Kugelschalensektors. Berechnen Sie fiir 0 < a < b und ¢ > 0 das
Volumen A3(S) des Kugelschalensektors

Si={(z,y,2) ER’| 2> 0, a®* < 2+ y* + 2* < b?, 2* < P(2* +4*)}
Versuchen Sie sich S anschaulich vorzustellen.
Hinweis: Transformieren Sie in Kugelkoordinaten.

Losung

Sei © = rsin(f) cos(¢), y = rsin(f)sin(¢), z = rcos(f). Dann ist a < r < b und

Zf;((g)) < ¢ = arccot(0) > 6 > arccot(c)' und

/2 b 3_ 3 3_ .3
Xs(S) = 27 / / / 2 sin(6) dr dp = 220 =0 feog(gyreeonc Z 2T ) ¢ o
arccot(c) Ja 3 " 3 V14 c?
Man vedeutliche sich S durch eine Zeichnung. Die erste Einschrankung beschrankt uns auf
die obere Halbebene, die zweite ergibt eine Kugel vom Radius b aus der wir eine Kugel
vom Radius a herausnehmen, die dritte Bedingung schrinkt uns auf das Komplement
eines (Doppel-)Kegels um die z-Ache mit Offnungswinkel arccot(c) ein.

tarccot monoton fallend.
2cos(arccot(c)) = ¢/v/1 + 2 aus cos?(0) = cos?(#)/(sin*(A) + cos?(6)) = cot?(0) /(1 + cot>(h)).
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12.3 Stereographische Projektion und hyperbolische Ebene.

(a)

Es sei f:R? — S? C R3,

2 2x 1— a2 — 22
f(l'bxz) = (Z/l;y27y3> = ( > 2 ! 2)

4 ai+ U ai+ad+1 2t + 2+ 1

die (inverse) stereographische Projektion. Uberzeugen Sie sich davon, dass f(zy, zs)
der zweite Schnittpunkt der Geraden durch (0,0, —1) € S? und (21, z2,0) mit der
Sphére S? ist.

Berechnen Sie f*g fiir die euklidische Metrik

g = dy1 @ dyr + dy2 ® dys + dys @ dys.
Uberzeugen Sie sich davon, dass
ffg=a-(dry ® dr + dre ® dzs)

fiir ein a : R? — RT gilt. Man sagt hierzu: f ist konform oder auch winkeltreu.

Hyperbolische Variante: Gegeben sei die indefinite symmetrische Bilinearform
h = dy; @ dy; + dys @ dys — dys ® dys
und das zweischalige Hyperboloid
H={y eRh(y,y) = -1} = {(y1,92.93) €R’| 4} + 15 — 5 = 1}

sowie die (inverse) hyperbolische stereographische Projektion f: D — H,

2 27 2 27 2 2

2z 2z 1+ 2% + 22
f(x1,20) = (Y1, y2,y3) = < ! 2 1 2> 7

wobei D = {(z1,27) € R?| 22 + 22 < 1} die Einheitskreisscheibe bezeichnet. Uber-
zeugen Sie sich davon, dass f(z1,z9) der zweite Schnittpunkt der Geraden durch
(0,0,—1) € H und (21, x9,0) mit dem Hyperboloid H ist.

Berechnen Sie g := f*h und {iberzeugen Sie sich davon, dass

g=a-(dry ® dey + dry @ dxs)

fiir ein o : D — R* gilt. Insbesondere ist ¢ positiv definit, also eine Riemannsche
Metrik auf der Einheitskreisscheibe.

g wird die Poincaré-Metrik auf D genannt. Die Einheitskreisscheibe D, versehen
mit dieser Riemannschen Metrik, wird Poincaré-Modell der hyperbolischen FEbene
genannt.

Losung

(b) Wir iiberzeugen uns zunéchst, dass f tatsichlich die gewiinschte Abbildung ist. Dazu
sei (w1, 22) € D? gegeben. Die Gerade durch (0,0, —1) und (1, zo,0) ist

g:t— (1 —=1)(0,0,—=1) + t(xy,22,0) = (txy, tog, t — 1).
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Die Schnittpunkte von g mit H sind geben durch die Losungen von

22 4+ 1222 — (t—1)? = —1.

Die nichttriviale Losung ist t = —— +22_1 == 1_963_962 und Einsetzen in g liefert
1 2 1 2
2 B 21y 219 2—(1—a22—23)
g ?ai—1) \1—2?—23"1—-22 23 1—2°— 2}
B 21y 21 1+ 23 + 23)
C\l—a? 221 -2} — 23 1—2? — 13

Wir berechnen nun den Riickzug von A unter f:
frg=f"(dy ® dyr + dy> @ dys — dyz ® dys)
= ([*dyr) ® (f*dyr) + (f*dy2) @ ([*dy2) — (f*dys) ® (f*dys)
=d(y1o f)@d(yiof)+d(y20 f)@d(y20 f) —d(ys o f) @d(ys o ).
Wir berechnen zunéchst d(y; o f):

ﬂmoﬁ:d<——3?—3)

1(1 — 22 — 22) — -2 0— -2
) (1— a2y —25) — a4 5'31)d 42 1’1( ) ds
(1—w%—w§)2 (1 —af —23)?
:2—d dzs.
I R -

Somit ergibt sich:
dyio f)@d(yio f) = ( (11j;§1 ;2%) dx; (1 _4;%13i2x§)2dx2) ®
o (g T e )
m:ig;zdml ® dxy + lexgm
162223

(1 —af —a3)*

Die Rechnung fiir d(ys o f) geht analog.

=4 (dz1 ® dxe + drg ® day)+

dro ® dxzo.

4129 1—a22+a2
d = d 22—
R o A [ R T
1— a2+
dyao f)@d(ya0 f) = 83:1:U2(1 xl ;2) (dry ® dxe + dry ® dxy)
— T — 2%
161‘%% (1 — 2% + 23)?
d d 4 d d
= — g ® Ay ® dea
Wir erhalten somit
A1+ 22 — 22)%2 + 162222
d(yro f)@d(yro f) +d(yao f)@d(yao f) = (Lt 22> o 2dry ® doy+
(1 —af —3)
161‘1.1‘2

+ m(dﬁl & dZL'Q + dl‘g X dJ,’l)
N 4(1—x1+x2) + 1622 a:2d
(1 —af—a3)

® dxs.



Zuletzt:

1+ z% + x%
d =d| ————=
(yso f) <1—$%—I§
221(1 — 22 — 22) — (1 + 22 + 23)(—221) 229(1 — 22 — 23) — (1 + 22 + 23)(—2x2)
- 2_ 2 dry + ) dxso
(1 —af—a3)? (1 —af—a3)?
4:]91 41‘2
= d d
e R
und damit
1622 16z
d(ygof)®d(y30f) = 1 4d:171®d£€1+ 172 (dx1®dz2+dx2®dx1)+

(1 —af —a3)

1623
A2 ® dxa.
(1—af —a3)!

(=% )

Zusammen erhalten wir:

(14 2% — 23)? + 162223 — 1623 s @ dan 4 162172 — 167179
(1—af -} T U —af et

4(1 — 2% + 23)% + 162723
(1 - 2] —23)*

_ 4(1+af — 23)® + 162723 — 1627 o @ dat + 4(1 — 2% + 23)% + 162223
(1—a2f—a3)* . (1 — =] —23)*

4
f*h = (di[l X dl’g -+ diCQ (24 d.’ﬂl)

— 1622
61’2 diL’Q X dl’Q

— 1622
6:[:2 dl’g X dlL’Q.

Dass die Koeffizienten vor dr; ® dz; und vor drs ® dxy gleich sind, erfahrt man beispiels-
weise, indem man ihre Differenz von WolframAlpha (www.wolframalpha.com) berechnen
lasst. Folglich ist f*h konform.

(a) Die Rechnungen sind komplett analog zu (b). Wir zeigen zunéchst, dass f tatséchlich
die behauptete Abbildung ist: Die Gerade vom Siidpol (0,0, —1) zu (z1, 22, 0) ist gegeben
durch

g:t— (1 —=1)(0,0,—1) + t(x1, x9,0).

Die Schnittpunkte mit S erhélt man durch Lésen der Gleichung |g(¢)| = 1 oder dquivalent
lg(t)]? = 1. Die ein Losung ist offensichtlich ¢ = 0. Setzt man die zweite Losung in g ein,
erhédlt man genau

flay,@2) = <

21, 229 1-— x% — m%
et +ad+ 1 ai+ a3+ 1 2+ a3 +1
Wir berechnen nun den Riickzug von g unter f:

frh=d(yio f)®@d(yro f)+d(y20 f) @d(y20 f) +d(ys o f) @ d(ys o ).
Wir berechnen zunéchst d(y; o f):

e - (2

3+ i+ 1
—2x% + 222 + 2 n —4x129
pr— I’ _—
(@ +a3+ 12 T (s +ad+ 1)

Z9.

Somit ergibt sich:

(—22% + 223 + 2)?
(2 + 2% +1)*
162323
(22 4+ 23 +1)*

8r1xa(23 — 23 — 1)

d d
r1 K dry + (3?%-1—33%4—1)4

diyro f)®@d(y10 f) = (dz1 @ dxe + dxe ® dx1)+

dre ® dxs.



Analog:

Ao f) = d (L)

4 a3+ 1
—42119 223 — 223 + 2

e
2t R a1 1)

dxs.
(22 + 224+ 1) 2

Somit ergibt sich:

162222 8r1z2(—2f + 23 — 1)
22— dry @ dxy +
@ +a3+ D) T @ a4 1)t
(223 — 223 + 2)?

(z + 23+ 1)

(diCl ® d.’EQ + dl’g X dxl)—i—

d(y20 f)®@d(yz20 f) =

dl’g X dxg.

Wir erhalten somit
(=227 + 223 + 2)% + 162323 i
(22 + 23+ 1)*

—16$1$2
m(dl‘l & dl’g + dl’g & del)

22_22 22 1622
(227 T3 +2)° + xl%dx

1 ® dry+

d(yro f)@d(yio f) +d(y20 f)@d(y20 f) =

dxs.
(0 + 23 +1)* 2@
Zuletzt:
1— 22 — g2
d @] e d #
(ys © f) (x§+x§+1>
—4$1 —4ZE2
= ———————dx — _dx
Era+ 2T @ g™
und damit
1622 1
d(yso f) @ d(yso f) = 6z dry ® doy + 6125 (dzy ® dzy 4 dao @ day)+

(22 +23+1) (2 + 23+ 1)*
163
md.ﬁg ® dﬂ?g.

Zusammen erhalten wir:

(=222 + 223 + 2)? + 162723 + 1627
g = d d
"9 (x> + 22 + 1) TLE ary
(223 — 223 + 2)? 4 162323

(22 + 23 +1)*

—16x129 4+ 162122

d d d d
(22 + 23+ 1)% (d1 © doa + dzz @ do)

16232
+ 1023 dzro ® dxo

4
= ———F=dr; @dr1 +

das ® das.
(@3 + 23 + 1)2 T2 @ dr

(22 + 23 +1)2
Die Metrik ist also auch konform.

12.4 Zusammensetzen eines Mafles aus Stiicken. Es sei (M, A) ein meBbarer Raum,
(V;)ier eine Familie von messbaren Mengen V; € A, die eine abzdhlbare Uberdeckung
(Vi)ies von M umfafit: J C I abzéhlbar, (J,.;V; = M. Fiir jedes ¢ € I sei y; ein Maf
auf (V;, A;), wobei A; = {A € A| A C V;}. Weiter gelte u;(A) = p;(A) fiir alle i,j € I
und alle A € Amit A C V;NV,. Zeigen Sie, dass es genau ein Maf p auf A gibt, so dass
w(A) = p;(A) fur alle i € I und A € A; gilt.
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Losung

DalU,c,;Vi=Mund Ae A= A=J;,;V;NA, V;NAE A; finden wir insbesondere
eine disjunkte Zerlegung von A = J,;c;U;, U; = AN <V]\ i Vk> € A;j. Sei p(A) =
> jes 1ti(Uj). Aus der Definition folgt sofort, dass p ein Maf ist. Weiter erfiillt ;1 bereits
w(A) = u;(A) fir alle ¢ € I und A € A;, denn

p(A) =Sy | An (vj\UVk>

jed
eV?ng
j-1
jeJ k=1
= p1i(A).

Schliefflich folgt die Eindeutigkeit von p aus o-Additivitat und der disjunkten Zerlegung.



