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Ubungen zur Analysis 3
L6sung

11.1 RechteckxRechteck=Dreieck.
(a) Zeigen Sie:

Ty | L
2 2

Veranschaulichen Sie sich diese Formel graphisch.

:RBxH%(l—\x/QDJF (1)

(b) Beweisen Sie

L[ & sk fiir ke R\ {0}
- 1kx - — k2
Q/RG (1= le/2)) do { 1 firk=0

auf zwel verschiedene Weisen:

(i) direkt mit Techniken aus der Analysis 1,
(ii) mit der Faltungsformel (1) und Lemma 2.66.

Losung
(a) Es gilt:
1 1 1
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(b) Der Fall £ = 0 ist klar.
(i) Fiir k& # 0 erhalten wir mit Methoden der Analysis I

1 , 1 [? .
—/elkw(l—M)+dx:—/ elm(l—@)dx
2 Ja 2 2/, 2

kd

= %/_2(cos(k:r) + isin(kz))(1 — 7)d$

1 |z]
= 5/ cos(kx)(1 — 7)dw,

-2



weil sin eine ungerade Funktion ist

2]

:/O cos(k‘x) —COS(k‘l‘)7)d$a

da cos gerade ist

= Lsin(2k) - ([x% sin(k:x)]z _ /0 : %m(m)a)

mit partieller Integration

2

=0+ % [%(— cos(k:x)}

0
1
= —@(1 —2sin’k — 1)
1
= ﬁshﬁ k.

(ii) Unter Verwendung von (1) ergibt sich
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Lemma 2.66 1[—1,1 L1
B SR (k) = (R).
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Wir berechnen nun -+ (k):

—
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o e—ik)

= ﬂ(

= ﬂ(() + 2isin(k))
I

=7 sin(k).

Und die Behauptung folgt.



11.2¢

11.3

Rechenregeln fiir die Faltung. Es seien p, v,k drei endliche Mafe auf (R™, B(R")).
Zeigen Sie:

(a) Kommutativgesetz: s v = v * p,

(b) Assoziativgesetz: pu* (v k) = (u*v) x K,

(¢c) Distributivgesetz: px (v + K) = px v + i * K.

Losung

Sei A € B(R") und B :={a,b€ R":a+b € A} das Urbild unter +.

(a) Integration bzgl. des BildmaBes, Kommutativitiat von + und Aufgabe 8.3¢ liefern
prv(A) = +[pev|(A) = [y d+pov] = g g Laletd) du®v = [y . 1a(bta) dvep =
vk u(A).

(b) Das ist Aufgabe 5.5¢.

(c) Man erinnere sich an Aufgabe T6.4. Mit der Linearidt des Integrals folgt p * (v +
B)A) = fonian Lala +5) 1@ (v + 5)(d(a,0)) = [y fon 1ala+b) (v + £)(db) u(da) =
Jan Jon Lala +b) v(db) + [o. 1a(a + b) k(db) p(da) = [an [on 1a(a + ) v(db) p(da) +
Jan Jon La(a +b) 6(db) pu(da) = (pu* v+ px)k(A).

Die Cauchyverteilung. Die Cauchyverteilung Cau, zum Parameter a > 0 ist das durch
1 a
Cau,(dr) = ——— d
(dz) ma? + x? v
—_——
=:Cau(y)

definierte Wahrscheinlichkeitsma8 auf (R, B(R)).

(a)e (Skalierungseigenschaft) Fiir ¢ > 0 sei m; : R — R, my(z) = ta die Multiplikation
mit ¢. Zeigen Sie fiir a,t > 0:

my[Cau,] = Cauy,
(b)x (Faltungseigenschaft) Beweisen Sie fiir a,b > 0:
Cau, * Cau, = Caug

Hinweis: Partialbruchzerlegung.

Losung

(a) Es gilt mit z +— 7

/A dmy[Can,] = /R e /R #ﬁ/t? d(z/t) = /A Catta(dx).



(b) Wir nutzen die Paritalbruchzerlegung

7 Cau,(y) Cauy(z — y)

Caugyp(z)
B ab(a® + 2ab + b* + x?)
~ow(a?+y2) (b2 + 22 — 22y + y2)(a + b)
ab(a® 4 2ab + b* + z?)(2* + (a — b)?)
m(a® +y?)(0* + 2* — 2zy + y?)(a + 0)(2® + (a — b)?)

_ ba (2% +V* — a® + 2 zy) ab(2* +a* = 0> + 2z (x — y))
(a4 b) (a2 + y?) (:U2+(a—b)2) (a +b) (bz+(x—y)2) (x2—|—(a—b)2)
ba (% + b* — a® + 2 xy) ab(z® +a® — 0 + 2z (z — y))

(et b) (@) (22 4+ (= b)) (a+b) (P + (x = y)*) (22 + (@ = D))
_ brCauy(y) (2* + 8 — a® + 2zy) | amCawy(w —y) (2° +a® — b + 22 (2 — y))
(a+b) (22 + (a — b)?) (a+0b) (22 + (a — b)*)

Da die Funktion y Cau,(y) ungerade in y ist, verschwindet ihr Integral {iber R. Wir
erhalten

/ Cau,(y) Cauy(z — v) ay

Caugqp(x)
b 2?2 +0b*—a?
“a+ba?+ (a—b)? /RCaua(y)(dy) +

b 22 +b%—a?

a z2+a%-b?
a+bz?+ (a—0b)?
a z2+a%—b?
= C a d
a+b;zc2+(a—b)2/IR atta(y)( y)+a+bx2+(a—b)2
b 22+ —a? a 1>+a®—0b

= :1
a+bx2+(a—b)2+a—|—bx2—i—(a—b)2 ’

/R Cawy(z — )(dy)

| camtwiay

wobei wir die folgende Normierung verwendet haben

arctan(x/a)]™

/Caua(dy) = = =1
R

™

10.4 Rechenregeln fiir die Einsetzoperation. FEs seien V' ein endlichdimensionaler R-
Vektorraum und p, g € N.

(a)e Zeigen Sie, dass die Einsetzoperation
—1
iV x /\pV/ — /\p V' (v,w) = dpw

bilinear ist.
(b)e Zeigen Sie
Iyl = —lylyw
fiir alle v,w € V und w € A’ V' mit p > 2.
(¢) (Antikommutative Produktregel) Zeigen Sie fir v € V, w € A’V und x €
NV

in(w A X) = (iw) A x + (=1)Pw A (iyx)



Losung

(a) Seien uy,...,up—1 € V.

Linearitdt im ersten Eintrag:

i(v+w,w)(ur, ..., up1) = w0+ WU, ..., Up_1) =
=w(v,ur,. .., Up_1) Fw(w,ug, ..., Up_1)
= Gpw(Up, ..oy Up—1) + G (U, . oo Up_1).

Linearitdt im zweiten Eintrag:

(v, w+n)(ur, ..., up_1) = (WH+n)(v,u1,. .., Up_1) =
=w(v, U, .. Up—1) F (VU Upo1)

= Gy (U, - .oy Up—1) + BN (U, . .y Up—1).

(b) Seien wy, ..., u,_o € V. Wir berechnen

Gyl (Ui, . .o Up—z) = Gyw(W, Uy, . .., Up_2)
= w(v,w, Uy, ..., Up_2)
= —w(w,v, Uy, ..., Up2)
= —lylyw (U, ..., Up_2).

(c¢) Wir beweisen die Aussage per Induktion nach dem Grad von w (d.h. nach p). Wir ma-
chen zuerst den Induktionsschritt: Angenommen die Formel stimmt fiir alle p’ < p € N
und fiir alle ¢ € N. Es ist zu zeigen, dass sie dann auch fiir p + 1 stimmt. Dazu sei
we APV und x € A\?V’. Nach Lemma 2.74 existieren dann alternierende Multiline-
arformen w; vom Grad p und «a; von Grad 1, sodass w = ). w; A o;. Dann gilt

in(wAx) = Z”(Z wi A o) e (@) Z ip(wi A o)

und

(1) A X+ (= 1P A (1)) "2 S (ulwn A i) A x+ (= 1Py A (iyer)) -

%

Es geniigt also, den Induktionsschritt fiir eine alternierende Multilinearform vom Grad
p+ 1, die von der Form w A a mit w € APV’ und a € A" V"’ ist, zu zeigen.

Wir berechnen

iy((w A a) Ax) =iy(wA (@ AX))

Ind.annahme

= GwA(aAx)+ (—1)Pw Ady(aAX)

Ind.annahme

(=
iww A (@ AX) + (=1 (WA i Ax +wAa A (=1)'ix)
= (iyw A+ (=1)Pw Adya) A x + (=P (WA a) Adyx
(=

Ind. annahme .

in(WA Q) Ax + (=P (WA a) Adyy,

womit der Induktionsschritt bewiesen ist.



Induktionsanfang: Sei nun w € /\1 V' und vy, ... 0441 € V. Setze vy := v. Dann gilt:

(W A X)(V2, .o Ug1) = WA X(V1, V2, ..., Ugt1)
= Z Sign(a>w<va(l))X(vo(2)7 s 7U0(q+1))
ceS(1,9)
= Z sign(0)w(Ve1)) X (Vo(2)s - - - Vo(g+1))+
oeS(1,q)

+ Z Sign(a)w(vo(l))X(UU(Q)a cee avo(q+1))
o€5(1,q)
o(1)#1

q+1
= w02, ) £ S siEn(0)w (0 )X (Va2 - Volai)

] =2 o0€S(1,9)
o(1)=j

Jede Permutation o € S(1, q) ist eindeutig durch (1) festgelegt und hat Signum (—1)7(M)+1,
Die Doppelsumme reduziert sich also zu:

a1
= w(vy)x(va, ..., Vg1 +Z D w(vy)x(ve, o, v1, o Vg11)

q+1
= w(vy)x(vay .+, Vgt1) +Z D (=1 w(vj)x(v1, vz . . . vgs1)

‘H—l

= w(v1)Xx(v2, ..., Vgt1) — Zw(vj)x(vl,w ey Uy Vgt
=2

Andererseits ist
(w N ivX) (UQa S >Uq+1) = Z Sign(a)w(UU(Q))X(Ula Vo(3)s - - - avo(q+1))
oeS(

g+1

E +1
- ] (0171}37"'7U27"'7Uq+1>

Q+1

= ZW(Uj)X(Ul,U27U3, Uy Vgt

Die beiden Rechnungen zusammen ergeben genau den Induktionsanfang.



