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Ubungen zur Analysis 3
Losungen

10.1 Produktdichten. Es seien (€2, .4y, 1) und (2, Ag, o) zwei Mafirdume und p; bzw. py
o-endliche MaBle auf (2;,.4;) bzw. (Q, As) mit gy < p; und pe <K po. Zeigen Sie:

d(p ® po)
d(p1 ® pa)

fiir p; ® po-fast alle (wy,ws) € Qg X Q.

( 1,w2) — W1

Losung

Seien f;,i = 1,2 Dichten mit

<M=Aﬁm,

fir A; € A;. Es ist zu zeigen, dass fir f(wi,ws) = fi(w1)fa(w2) gilt

<m®mm®:Afﬂm®m»

Nach der Charakterisierung des Produktmafles geniigt es die Gleichung fiir A = A; x A,
zu zeigen. Dazu berechnen wir

(1 ® p2)(Ar x Az) = p1 (A1) p2(Az)
fi(wr) dpi(wr) | fa(ws) dpa(ws)

Ay Az
B / fi(wr) fa(ws) dpg(wa)dpn (wr)
A J A
Fubini / fwr, ws) d(pg @ po),
A1 x Az

was zu zeigen war.
10.2 Integration in Kugelkoordinaten.
(a) Zeigen Sie fiir alle f € M, (R? B(R?)):

o0 s 2m
fdls = / / f(rsinf cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos @)r* sin 0 do db dr
R3 o Jo Jo

(b) Berechnen Sie

e—l=ll2
/ —— A3(dx)
R3\{0} [E41P



10.3

Losung

(a) In Analysis II, Aufgabe 10.2 (vgl. auch Analysis II, Aufgabe 10.4 und Aufgabe 10.4x
auf diesem Blatt) hatten wir die Funktionaldeterminante mit r?sin # berechnet. Das Er-
gebnis folgt jetzt aus dem Transformationssatz fiir die Transformation

Rsq x [0, 27[x[0, 7] = R?, (r,¢,0) — (rsin 6 cos ¢, rsin O sin ¢, 7 cos ).

(b) Mit Teil (a) ergibt sich

—llzll2 T e T 00
/ ¢ Asz(dx) / / / r?sin @ de df dr = 27° / sin@ df - / e "rdr
R3\ {0} HmHz R>o 0 0

= 472 <— e‘rr]go —I—/ e " dr) — 472 e_r}go — 472
0

Vom Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Fliche. Fiir gegebenes f €
M ([0, 27[, B([0, 27[)) definieren wir die Menge

M ={(rcosg,rsing)| 0 < ¢ < 2m, 0<r< f(o)}.

Zeigen Sie:

2 Jo
Dies gibt der in der Analysis 1 heuristisch-anschaulich begriindeten Formel fiir die vom
Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Flidche einen rigorosen Sinn.

Losung

Wir verwenden den Transfomationssatz. Dafiir betrachte den Diffeomorphismus

¢: (0,21) x RT — R?\ (R x {0})
(¢, 1) — (rcos(¢), rsin(¢p)).

Dann ist |det Dp(¢, )| = r und aus dem Transfomationssatz folgt

R2\(Rx{0})

I
=

0,2m) xR+

_ / L 0 9(,7) - 7 dAo(6,7)

27
/ Ly op(p,r) - rdrde
R

Ll
/27r f(®)
0



10.4% Das normierte Oberflichenmafl auf der Einheitssphéire. Fiir n € N sei
Vpir(dz) = (2m)" HD2e=3l7l3 \ L (de), 2 € R\ {0}

die n+ 1-dimensionale Standardnormalverteilung, eingeschrinkt auf (R"™\ {0}, B(R™ !\
{0})). Weiter sei N : R\ {0} — S", N(z) = z/||x||2, die Normierungsabbildung auf
die n-Sphére

S" = {z € R"™| ||z||, = 1}.
Das normierte Oberflichenmafl auf (S™, B(S™)) wird definiert als das Bildmafl €2, :=
N[Vn+1].

(a) Berechnen Sie die Dichte dr[Q2,]/d\, des BildmaBes von €, unter der Projektion
78" > R (w1, .., Tps1) = (T1, ..., Tp).
(b) Zeigen Sie fiir alle f € M, (R™", B(R"1)):

n + 1)g+/2 oo "
Fdhy = & s ()"T”’) /0 [ty ar (1)

Rn+1

Hinweis: Lassen Sie sich von der Herleitung des n + 1-dimensionalen Kugelvolumens
n+1)/2
inspirieren. Man nennt den Vorfaktor (GARYL el (n 4+ 1)A\py1(Bny1) auch die

()
Oberfliche der Einheitssphéare S™.

Losung

(a) Es ist

7[2)(A) = Qu (77 (A)) = voya(m 0 N)H(A) = /( ON)I(A)<27T)<”+1>/26%“l“”% Ay (d).

Man beachte, dass (mo N)~'({a}) = (a,/1 — ||a]|?) - R. Wir halten € R" x {0} fest und
berechnen (roN) ' (A), fiir eine Menge A C R"x{0}. Esist (moN) ' (A)N({z}xR) = (7o

N)"Yz-RynANBM0))N({z} xR) = {z} x {i—vl‘”“”Q”’”,a ez R NAN B{L(O)} z A

llall

0! wobei B7(0) der Einheitball in der R x {0} Ebene ist. Die Rechnung kann von der
folgenden Zeichnung abgelesen werden

!Da die Faser iiber x eine niedrig dimensionale Untermfgk. ist, ist sie eine Nullmenge und wir kénnen fiir
unsere Integration o. B. d. A. z # 0 annehmen. Die Faser fiir ¢ = a ist {0} x R.



lzll+/I-Tal
= TaT

\

Sei A x id € SO(n) x {id} C SO(n + 1), dann ist 77 (Az) = (A x id)(7~(z)), d. h.
die Rotationsinvarianz der Normalverteilung impliziert die SO(n)—rotationsinvarianz des
BildmaBes. Wie in Teil (b) geniigt es jetzt Bélle BE(0) x {0} zu betrachten. Fiir diese ist

das Mafl der ||z|-Faser aber gerade v ([i—”z”RHQHxH, +o0 D

Wir fithren n-dimensionale sphérische Koordinaten ein. Sei

Tpi1 = rcos(Pr), T, = rcos(py)sin(ep), ...

xo = 1 cos(¢py,) sin(¢,_1) -+ -sin(¢y), 1 = rsin(p,) sin(¢,_1) - - - sin(¢q).

Dies ist ein Diffeomorphismus 7" : R, x [0,7]""! x [0,27[= R™**\ {0}: Die Abbil-
dung ist offensichtlich glatt. Sie ist injektiv, denn aus (r, (¢:);) = (', (¢;);) folgt zunéchst
T (r, ()| = 7 = 1" = |[T" (7, (¢:)))|| und ¢y = ¢ aus der Injektivitit des Ko-
sinus. Entsprechend erhélt man schrittweise ¢; = ¢,,i = 1,...,n — 1. Die Abbildung

ist auch surjektiv, denn zu x € R""! setze man r = ||z|. Da |z,41] < [|z| gibt es

ein ¢ € [0,7] s. d. ¢y = @ppq. Weiter ist 22 < r? — 22, = r*(1 — cos®(¢1)) =

r?sin®(¢y) = |x,| < rsin(éy). Jetzt finden wir ¢ € [0,7] mit rcos(¢y)sin(¢y) =
>0



Z,. Analog kann man ¢3, ...,¢,_1 € [0,7]| konstruieren. Im letzten Schritt wihlen
wir ¢, € (0,27 s. d. auch x; = rsin(¢,)sin(¢, 1) --sin(¢;) erfiillt ist. Es gilt 27 =
72 sin®(¢,,) sin?(¢,_1) - - - sin*(¢1) und z; ist damit bis auf Vorzeichen, d. h. bis auf Wahl
von ¢, € [0, 7 oder ¢, € [r, 27| festgelegt.

Wir betrachten als néchstes die Jacobimatrix

sin%in,))s%n((in,l)) .. ~si}n%ﬁﬂ) rsin(((i))n;sin((zn,l)) cee cos((zl; . . B Tcos((d)g,))si?(zj)g,l))~ B sln(zbdi ))
50 A T e e e o U I S
cos(¢2) sin(p1) r cos(¢p2) cos(p1) —rsin(¢2) sin(¢q) 0 L. 0
cos(¢1) —rsin(¢1) 0 el 0

Die Determinante ergibt sich mit Induktion und

cos(¢,) sin(¢n,) 0

DT = | —sin(¢,) cos(¢,) 0 | -DT", o,
0 0 En—l
—C
det(C) =1, det(DT" |4, o) = rsin(¢,_1) - - -sin(¢) det(DT™)

zu
det(DT™ ") = sin(p,_1) - - - sin(¢y)" 17"

Man beachte, dass die Determinante bereits positiv ist.

Wegen der Rotationssymmetrie und der Normierung der Standardnormalverteilung ist
v((moN)~H(B%(0))) gerade der Anteil des Raumes, den der Doppelkegel (mo N)~!(B%(0))
einnimmt. Mit der Transformation x — 1j|| ”22 und dem Transformationssatz folgt

Aug1((m 0 N)"H(BR(0) N By (0))  Angal((m o N)~(BR(0)) N BI(0))

i1 (BET(0)) Ans1 (BIT(0))

und da die rechte Seite existiert, existiert auch der Grenzwert ' — oo. Es bleibt somit
die Bestimmung des Volumens von (7 o N)~Y(B%(0)) N B (0) = T([0,1] x [0, ®,] x
[0, 7] x -+ x [0,7] x [0,27]). Mit der Darstellung in sphérischen Koordinaten und ¢; =
arcsinr’; ® = arcsin R (siehe Zeichung) ergibt sich®

[ 1
Moea (70 N)"L(BR(0)) N B (0)) = 2 / / P Sin(n 1) - -sin(éy)") des . doy dr doy
0 0
_ 2n)\N(B111(0)) /(I) Sin(¢1)"_1 d¢1
0

n+1
n R 1 /
_ 2n\,(B7(0)) / (T,)n_la arcsin (1) g
n + 1 0 87"/
n R Nnn—1

n+1 0 \/1—7(7"’)2

. 2n A, (B7(0))- 11119 1) (r)
Unsere Dichte f(r, (¢:);) = (n+1)/\n1+1(B;L“(O))[i)/ll]—r?

2nAn (B™(0))-||z||"~1-15n x .
(B0 L“l RO schreiben.
(D Ant1(BYTH(0))y/1- 22

in Polarkoordinaten lasst sich in karte-

sischen Koordinaten als f((z;);) =

2Man priife nach, dass dies ein Diffeomorphismus mit Umkehrung z + - Jfl\ B ist.
x

3Wir verwenden den Satz von Fubini. Der Faktor 2 muss durch die Einschrinkung auf die obere Hemisphére
(Rotationssymmetrie) hinzugefiigt werden.



(b) Wir erhalten

1 (n+1)/ (n+1)/2 Rn+1
(n+ 7:13 / / 10, (d) o dr = DT - — A1 (Br(0)).

YO
Wie die Standardnormalverteilung ist auch das Mafl v = %Qn(dx) r™ dr rotations-
T2

invariant.?. Wir zerlegen die zentrierte Kugel vom Radius r in m™ gleich grofie Teile: Z.
B. koénnen wir die sphérischen Koordinaten ¢, € [0,27[, ¢; € [0,7[,i =2, ..., n jeweils
in m Teile V; zerlegen. Dann lassen sich alle entstehenden Kugelsektoren durch Drehung
in einander iiberfiihren, d. h. sie haben das gleiche Ma8. Da sie die Kugel disjunkt® {iber-
decken haben sie Volumen M auch in unserem Mafl v. Entsprechend stimmt das
Mafl von v auch auf B,(0) \ Br 5(0) und jedem Sektor V; N B,(0) \ B,_s(0) mit dem
Lebesguema$ iiberein. Diese Mengen erzeugen aber die Topologie auf dem R"!, denn
wir konnen fiir jedes x € U offen ein r = ||z|| finden und eine geniigend kleine Zerlegung
der B,;5(0) Kugel, s. d. einer der Sektoren V, C B,,s(0) \ B,_s(0) bereits x € V,, C U
erfiillt. ¢ Also stimmen v und Lebesguemafl auch auf der Borelschen o—Algebra iiberein
und die Behauptung folgt.

4Die Dichte héngt nur vom Betrag ab und das Lebesguemaf ist rotations-invariant.
®Bis auf eine Untermfgk. vom Volumen 0.

®Man beachte es gilt U =,y Vo



