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Ubungen zur Analysis 3

Bitte markieren Sie auf Ihrer Losung zwei Aufgaben, die bevorzugt korrigiert werden sollen.

10.1

10.2

10.3

10.4x%

Produktdichten. Es seien (€, .4y, 1) und (s, Ay, o) zwei Mafirdume und p; bzw. po
o-endliche MaBle auf (2,.4;) bzw. (Qs, As) mit gy < p; und pe < po. Zeigen Sie:

d(pn @ fiz) —%w duzw
<p1®p2>( wz)—dpl( )dp2<2)

fiir p; ® po-fast alle (w1, ws) € Q1 X .
Integration in Kugelkoordinaten.

(a) Zeigen Sie fiir alle f € M, (R? B(R?)):

00 T 2
/ fdls = / / / f(rsinf cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos 0)r? sin 0 do db dr
R3 o Jo Jo

(b) Berechnen Sie

e—llzll2
R3\{0} [E41PS

Vom Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Fliche. Fiir gegebenes f €
M ([0, 2x[, B([0,27])) definieren wir die Menge

M ={(rcosg,rsing)| 0 < ¢ < 2m, 0<r< f(o)}.

27
5[ fera

Dies gibt der in der Analysis 1 heuristisch-anschaulich begriindeten Formel fiir die vom
Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Flédche einen rigorosen Sinn.

Zeigen Sie:

Das normierte Oberflichenmaf} auf der Einheitssphéire. Fiir n € N sei
Vpir(dz) = (2m)" HD2e=3l7l3 \ L (dx), 2 € R\ {0}

die n+ 1-dimensionale Standardnormalverteilung, eingeschrinkt auf (R**1\ {0}, B(R™*!\
{0})). Weiter sei N : R*™™\ {0} — S", N(z) = z/||x||2, die Normierungsabbildung auf
die n-Sphéare

={z e R""| ||z[l2 = 1}.

Das normierte Oberflichenmafl auf (S™,B(S™)) wird definiert als das Bildma$ €2,
N[Vn+1].



(a) Berechnen Sie die Dichte dr[§2,]/d\, des BildmaBes von €2, unter der Projektion
7:S" = R w(xy, ..., xp01) = (21, ..., Tp).

(b) Zeigen Sie fiir alle f € M, (R™"!, B(R"*1)):

+1 (n+1)/2 0 .
Fdn, = r()%) /0 ) Qo) dr (1)

Rn+1

Hinweis: Lassen Sie sich von der Herleitung des n + 1-dimensionalen Kugelvolumens
inspirieren. Man nennt den Vorfaktor (ot m i D (n 4+ 1)Aps1(Bny1) auch die

(=)
Oberfliche der Einheitssphire S™.

Abgabe:“ Bis spétestens Montag, den 23.12.2013, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.
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Priasenzaufgaben zu Blatt 10

Dimensionsreduzierende lineare Transformation von Normalverteilungen. Es
seien m < n zwei natiirliche Zahlen, > € R™ " eine positiv definite Matrix, A € R™*"
eine Matrix vom Rang m und L, : R" — R™, La(z) = Az die zugehorige Multiplikati-
onsabbildung. Beweisen Sie L[vs] = vasar.

Hinweis: Der Spezialfall m = n ist Thnen aus Beispiel 7?7 schon bekannt. Reduzieren Sie
den allgemeinen Fall mit Hilfe von Lemma 7?7 auf diesen Spezialfall.

Es sei V' C R” offen. Zeigen Sie, dass das Mengensystem aller endlichen Vereingungen
kompakter Quader in V' einen N-stabilen Erzeuger von B(V') bildet.

Volumentransformation mit der Riemannschen Metrik. Es seien U,V € R" offen
und f : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Weiter sei g : U — R™ " g(z) = D f(z)'Df(x).
(Man nennt g die mit f zuriickgezogene Riemannsche Metrik zum euklidischen Skalar-

produkt.) Zeigen Sie:
(V) :/ Vdet gdA,
U

Die Chi-Quadrat-Verteilung. Fiir n € N sei
vp(dz) = (2m) " 2e~ 21713 ) (dz), z € R™

die n-dimensionale Standardnormalverteilung. Die Chi-Quadrat-Verteilung x2 mit n Frei-
heitsgraden wird definiert als das Bildmafl x? := ¢[v,] von v, unter der Norm-Quadrat-
Abbildung ¢ : R® — R{, ¢(x) = ||z||3. Zeigen Sie:

—n/2

t27te 2 qt, t>0.
r(3)

Xo(dt) =

Aufgaben mit einem , T“ werden iiblicherweise in den Tutorien als Prisenzaufgaben ge-
stellt. Entsprechend sind diese Aufgaben nicht abzugeben, sie werden nicht korrigiert
und es werden keine Musterlosungen dazu veroffentlicht. Aufgaben mit einem ,e“ haben
eine kurze Losung. Aufgaben mit einem ,,*“ sind oft schwierig und/oder zeitaufwendig.



