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Ubungen zur Analysis 3
L6sung

9.1 Randdichten einer Gleichverteilung. Die Gleichverteilung auf dem Dreieck
A:={(a,b) eR*}0<a<b< 1}

ist das Maf3 A(ANA)
v:BR*) =R, v(4 =2 =
() ()= 2%

Berechnen Sie die beiden Randdichten von v beziiglich des Lebesguemafles.

Losung

Man beachte die Form des Dreiecks auf der rechten Seite. Es
gilt A = [l.cpylat x [a,1] = e [0,0] x {b}. Folglich ist
m(v)(A) = v(r'(4)) = fﬂ;1(A) dv = mfﬂ_fl(A) In dX\y =
2 foh((r (A)) da = 23 Taki((a, 1)) da = 2, Tpy(l -
a) Ai(da) und wir erhalten die Randdicht fi(a) = (2 — 2a) - 1j91;.
Analog erhélt man my(v(B)) =2 [, 1jo.1jb A1(dB), d. h. Randdicht fy(b) = 2b.

9.2 Modifizierte Besselfunktionen. Fiir n € Ny werden die modifizierten Besselfunktionen
I, :RtY - R und K,, : R" — R durch
I( ) 1 /7r xcost ( t)dt
n(r) = — e cos(n ,
2 J_,
1

Kule) = 5 /R e

definiert. Zeigen Sie:

(a) Sowohl I, als auch K, erfiillt die modifizierte Besselsche Differentialgleichung, die
durch
vy’ (x) + 2y () — (2% + n)y(z) = 0

gegeben wird. Achten Sie bei der Begiindung sorgfiltig auf die Rechtfertigung der
Vertauschung von Integral und Ableitung.

(b) Fiir alle n € Ny gilt die folgende Asymptotik:

V2rxe I, (z) =31,

/2 @
—xexKn(a:) ani gy
m
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Losung
zu (a): Es gilt

27l (x) :/ cos(t)e®<® cos(nt)dt

—T

2l (x) I/ cos?(t)e” W cos(nt)dt.

—T

Die Vertauschung von Integral und Ableitung ist unproblematisch, da [—m, 7| endli-
ches MaB hat und gegeben zcR die Funktion x ~ cos(t)e?°*® cos(nt), bzw. = +
cos?(t)e? <M cos(nt) auf (zg — 1,z + 1) beschrinkt ist. Ferner gilt

™

n?2rl,(z) = n/ e cos(nt) dt
- ———

=sin(nt)’

partielle Integration _, / ’ x(—sin(t))e” " sin(nt)dt

—T

:/ (sin(t))e®<® n sin(nt) dt
o —_——

=—cos(nt)’

partielle I:ntegration / (3j COS(t)@x cos(t) $2 sin2 (t)ex Cos(t)) COS(nt)dt

=al (z) + xQ/ (cos(t) — 1)e”*® cos(nt)dt

—Tr

= 22l (z) + 2?2n 1/ (x) — 2*271, ().

Was zu zeigen war.

Fiir 2K,,(z) = |,

w e vh® cosh(nt)dt beachte, dass

et+e_t

(' +e e =2

Cosh(t)e—x cosh(t) S

DN | —

et+e_t

Die Integriebarkeit von 3(ef + e~*)e™ 2z — folgt aus der Substitution ¢ — log(¢). Ebenso
gilt

d
]d— (e7® cosh(t) cosh(nt)) | = x cosh(t)e*t® cosh(nt)
T

et+e_t

1 t —t t\n —t\n\ ,—
sz(e +e N )e)" +(e) e 2

und widerum zeigt die Substitution ¢ +— log(t), dass auch die Ableitung des Integranden
integrierbar ist, die auf allen Intervallen der Form (zo — 1,79 + 1) eine integrierbare
Majorante besitzt. Also konnen Integral und Ableitung vertauscht werden. Es folgt

2K/ (z) = —/Ra:cosh(t)e_“‘”h(t) cosh(nt)dt

und

2K (z) = /RxQ coshz(t)e’““h(t) cosh(nt)dt.
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9.3¢

(Die Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung zur Berechnung von K/ (z) folgt d&hnlich
wie im Fall K/ (z).) Analog zum Fall I,,(z) berechnet man mit partieller Integration und
unter Verwendung von cosh(nt)’ = —nsinh(nt) und cosh?(¢) — sinh?(¢) = 1, dass

n?K,(z) = oK/ (z) + 2> K/ (z) — 22K, (z).

zu (b): Wir verwenden die Laplace-Methode fiir asymptotische Gaufische Integrale. Da
die Notation im Skript und in der Aufgabe hierfiir etwas verwirrend sind, schreiben wir

I(n) = — / T (€5 @Y cos(r) dar

:% o

Dann hat f(z) = €*® in O ein globales Maximum und es gilt f(0) = e und b =
|(log f)”(0)] = 1. Damit folgt aus Lemma 2.32, dass

V27 2T
o

v [T oo 1 B -
0y /7r f(x)" cos(rx)der — - ?cos(r -0) = cos(0) = 1.

Die Rechnung fiir K,,(x) folgt analog.

2mne "1,.(n)

Vollziehen Sie den Beweis des Satzes 2.37' elementargeometrisch am Beispiel

31
=(a1)
nach: Berechnen Sie hierzu (mit Notationen wie im Beweis des Satzes) die Matrizen
L,B,K,C und zeichnen Sie II,, IIg und Il auf kariertes Papier, am besten farbig.

Uberlegen Sie sich auch elementargeometrisch, dass IT4, ITz und II¢ den gleichen Flichen-
inhalt besitzen.

Losung

Es ist ags = 1 und L muss Lay = eo, Ley = ey fiir die zweite Spalte ay erfiillen. D. h.

L = (e1,e2)(e1,a2) " = (er,a9) ' = <(1) i) : - ((1) _11> '

pera=(3 IED-(GY).

Als néchstes definieren wir by = La; = (1,2)" = (b}, b)), by = Lay = (0,1)" = (b}, b5)" =
ey als die Spalten von B und bestimmen K = (k;;);; mit Kby = by und (Kby) :=
kllbll + k’lgblll = bll = 1, (Kbl)// = ]{?21()/1 + ]{Zggb,l/ = 0. Wir erhalten

Weiter ist

K = (e1,e5)(by,e9) ™" = (by,es) ™t = <_12 (1)>

w060
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9.4

Man beachte:

€2 €2 €2
3 3 3
2 21 2
S [ L
1 1 1
‘ T +
1 2 3 €1 1 2 3 €1 1 2 3 €1

[1; ist ein Parallelogramm. []; hat eine Seitenlinge 1 und die entsprechende Hohe ist
ebenfalls 1, d. h. Flacheninhalt 1 = X\y(][.). Zur Berechnung von [], kénnen wir z. B.
die Flédche entlang der ldngeren Diagonalen in zwei gleichgrofie Teile zerlegen und das
Volumen des Teilstiickes unterhalb (aus e;-Richtung) der Diagonale liegenden Anteils als
Differenz von Dreiecken und einem Trapez berechnen:

3.4 (4—3)-(3—2) 1+4
A2<H>:2( 5 | )2( ) _ ; -2):1.

A

Fouriertransformierte der multidimensionalen Normalverteilung. Es sei ¥ €
R™<" 3 = 3! eine positiv definite Matrix und vy, die zentrierte multidimensionale Nor-
malverteilung zur Kovarianzmatrix 3. Zeigen Sie die folgende Verallgemeinerung der For-
mel (20) aus Beispiel 1.153:

. 1
/ "5y (dx) = exp (—iktﬁlk‘) (1)

Losung

Es ist zu zeigen, dass

. 1 1 ty—1 1.t
/ ez<k‘,x) e3® by Cdr = €_§k Ek'
n

! Analysis IIT Skript.



Dazu sei wie in Beispiel 2.41 A eine Matrix mit ¥~ = A*A. Dann gilt

(A2)!(A2) g,

1 / ei(k,x>e—% A
V(2) "det n
/ i(k, A1z
\/ (2m)" det X Jgre
\/_ (A" k) 2”z||2d:r
27 n
7(At) 1k 2
= e
V (27T)” "
1 n ikl x; —Lig2
:\/? Hj:1€ e 21d$
7T " JRrn
Fubini / /
V( 27T

3 ik,
= \/_

e J’ﬂcfe_?xjd:vj
II’_,e” 2k

J_
—5 (KK

_lgtyt
Jem2 ¥R 2y =

1 / €i<k‘,x
V(2m)rdet ¥ Jrn

:m—>A

%”z||2| det A7 |dz

12
‘e k5 e 2Vidy, ... dx,
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wobei in der zweiten Zeile der Transformationssatz verwendet wurde, die dritte Gleichung
aus det A™1 = (det X)~! folgt, zur Berechnung der Integrale Beispiel 1.53 verwendet wurde
und die letzte Gleichung gilt, weil ¥ symmetrisch ist.



