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Ubungen zur Analysis 3
Bitte markieren Sie auf Ihrer Losung zwei Aufgaben, die bevorzugt korrigiert werden sollen.

7.1 Zeigen Sie fiir t € R:
d

_ 4 2 _ 4 2
7 e ¥ Tt d:)::/xzez“x dx.
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7.2 Gauflsches Integral im Komplexen. Es gilt fiir a,b € C mit Rea > 0:

2 b?
/eax +bx dr = % exp 57 (1)

R

wobei y/a den Hauptwert der Quadratwurzel bezeichnet, also diejenige komplexe Zahl
w = y/a mit Rew > 0 und w? = a. In dieser Aufgabe diirfen Sie die erst spéter bewiesene
Formel (21), Skript!, voraussetzen.

(a) Zeigen Sie die Formel (1) zuerst im Spezialfall a,b € R mit a > 0. Verwenden Sie
dazu eine quadratische Erganzung, Translation und Skalierung.

(b)x Zeigen Sie die Formel (1) dann im Spezialfall b = 0. Beweisen Sie hierzu, dass fiir
die Funktion

f:{aeC|Rea>0} - C, f(a):\/a/e“IQda:
R

gilt: df = 0. Begriinden und verwenden Sie hierbei

1
dv/a —
va 2\/a
(zu lesen als dv/-,(z) = z/(2v/a) fiir a,z € C mit Rea > 0), zum Beispiel mit Hilfe
des Satzes von den impliziten Funktionen, angewandt auf die Gleichung w? = a fiir
w = y/a. Vertauschen Sie Integral und Ableitung mit Hilfe des Satzes von Lebesgue
und integrieren Sie geeignet partiell.

da,

(c) Zeigen Sie schliefllich die Formel (1) allgemein, indem Sie

d (bt>2 —az?+btz _
%exp(—zla)/e dr| =0

R

fir ¢ € R zeigen. Lassen Sie sich dabei vom Beweis des Beispiels 1.153 (Skript)
inspirieren.

e e=%*/2 dx = /2.




7.3 Beispiel einer divergenten asymptotischen Reihe. Es sei

6—:v2—ax4 dr = / f: (_1)kakx4k€—x2 dx
AV '
k=0

fiRE SR )= [

R
Zeigen Sie:

a) f ist auf RT glatt.
g
(b) Fiir alle o > 0 gilt:

(_1>kakm4k —x?

e dr = 0o

[

R k-0

(c) Fir alle @ > 0 divergiert die Reihe

9] 1 L
Z( k') Ojk/I4k6_x2 dx
k=0 : R

iber R.
(d) Fiir alle n € N gilt

3 (_kll)kak /szxke—ﬁ dz — f(a) = O(a™) fir a | 0.

k=0

7.4 Vererbung der o-Endlichkeit auf Summen. Es seien y und v zwei o-endliche Mafle
auf einem gemeinsamen messbaren Raum (€2, A). Zeigen Sie, dass dann auch p + v ein
o-endliches Maf ist. Insbesondere kann man fiir g und v die gleiche Folge (£2,,),en aus
Aussage 2. in Ubung 1.168 wiihlen.

Abgabe: Bis spitestens Montag, den 02.12.2013, 11:00 Uhr, durch Einwurf in den entspre-
chenden Ubungskasten.
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Prisenzaufgaben zu Blatt 7

Stetigkeit der Fouriertransformierten endlicher Mafle. Es sei i ein endliches
Ma8B iiber (R"™, B(R™)), n € N. Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierte

R € ) = [ e )

Rn

eine stetige Funktion ist.
Hinweis: Zeigen Sie Folgenstetigkeit von f mit Hilfe des Satzes von der dominierten
Konvergenz.

Fourierreihen als Fouriertransformierte. Es sei a = (ag)rez € ¢*(Z) mit a > 0 fiir
alle k € Z, 1 = Y ey axdx, und fi : R — C dessen Fouriertransformierte. Uberzeugen Sie
sich davon, dass p ein endliches Maf ist und dass ji die Fourierreihe zu a ist.

Die Wirmeleitungsgleichung mit £'-Anfangsdaten. Esseig € LY (R", B(R"), \,)

und
ek

FIRXRE SR, flat) = @rt) " [ ) 0 (dy).

Rn

Beweisen Sie, dass f zweimal stetig differenzierbar nach x und stetig differenzierbar nach
t ist, und dass gilt:
0 1
o _lat
ot 2
wobei sich der Laplaceoperator nur auf die z-Koordinaten bezieht.
Berechnung von Erwartungswerten.

(a) Es seien (€, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine abzahlbare Menge und X :
(Q,A) = (I,P(I)) eine Zufallsvariable. Es sei p = (py)ze; die Zahldichte der Vertei-
lung £,(X). Weiter sei f: I — R eine Abbildung. Zeigen Sie, dass dann gilt

E (f(X)) =) f(@)pa,

zel

wobei damit auch gemeint ist, dass die linke Seite genau dann definiert ist, wenn die
rechte Seite definiert ist. Insbesondere gilt im Fall I C R, f =id:

E, (X)= Z TPg.

(b) Berechnen Sie die Erwartungswerte F,(X) und E,(X?) fiir eine “geometrisch ver-
teilte” Zufallsvariable X : 2 — Ny mit der Verteilung

LX) =Y (1—p)p"n,

neNy

wobei 0 < p < 1.



(c) Wieder sei (€2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (2, A) — (R, B(R)) eine
Zufallsvariable. Es sei p € M, (R, B(R)) eine Dichte der Verteilung £, (X) beziiglich
des Lebesguemafles A(dx) = dx. Weiter sei f : R — R eine Borel-messbare Abbil-
dung. Zeigen Sie, dass dann gilt

E,(f(X)) = / f(@)p(e) d,

wobei wieder auch gemeint ist, dass die linke Seite genau dann definiert ist, wenn
die rechte Seite definiert ist. Insbesondere gilt im Fall f = id:

B, (X) = / wp(z) dz.

R

(d) Berechnen Sie die Erwartungswerte E,(X) und E,(X?) fiir eine “exponentialverteil-
te” Zufallsvariable X : 2 — R mit der Verteilung

L,(X)(dx) = ae” " 1iz>0y dz,
wobei a > 0.

T7.5 Charakterisierungen der o-Endlichkeit. Es sei (Q, A, 1) ein Mafiraum. Zeigen Sie
die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen:

(a) p ist o-endlich.

(b) Es gibt eine Folge (£2,)nen paarweise disjunkter Mengen €2, € A mit |,y 2n = Q
und p(2,) < oo fiir alle n € N.

(c) Es gibt eine aufsteigende Folge B, T Q in A mit u(B,,) < oo fiir alle n € N.

Aufgaben mit einem ,, T* werden iiblicherweise in den Tutorien als Prisenzaufgaben ge-
stellt. Entsprechend sind diese Aufgaben nicht abzugeben, sie werden nicht korrigiert
und es werden keine Musterlosungen dazu veroffentlicht. Aufgaben mit einem ,&“ haben
eine kurze Losung. Aufgaben mit einem ,,*“ sind oft schwierig und/oder zeitaufwendig.



