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Ubungen zur Analysis 3
L6sung

Messbarkeit monotoner Funktionen. Es seien Q, Q' € B(R) und f : Q — € eine
monoton steigende Funktion. Beweisen Sie, dass f : (2, B(2)) — (£, B(€2')) messbar ist.

Losung

Aus T2.3 wissen wir, dass B(Q) = {A € B(R)|A C Q} und Bsp. 1.78 zeigt, dass {] —
00,a] N Q| a € R} ein Erzeugendensystem ist. Ist f monoton, so ist fiir s := sup{c €
Y] —o00,a))U{—o00}} € f71(] —00,a]) die Menge (] —o0,a]NQ) =] — o0, s]NQ (vel.
T4.2(b)) messbar, und fiir s ¢ f~1(] — 00, a]) die Menge f~!(] — o0, a] N ') =] — oo, s[NN
messbar.

Variante des Satzes iiber monotone Klassen. Es sei (§2,.A) ein messbarer Raum,

& C A ein N-stabiles Erzeugendensystem von A mit Q € £ und M C [0, 0] mit folgenden

Eigenschaften:

(a) Fir alle A € £ gilt 14, € M.

(b) Fiir alle A C Q mit 14, € M gilt 14. € M.

(c) Fiir alle f,g € M und alle a € [0,00] gilt f+g € M und af € M.

(d) Ist (fn)nen eine nichtnegative aufsteigende Folge mit Werten in M und ist f: Q —
[0, 00] mit f,, T f, soist f € M.

Zeigen Sie, dass dann M, (Q, A) C M gilt.
Loésung

Wir imitieren den Beweis des Satzes iiber monotone Klassen: Betrachte zunéchst
D={AcA|lse M}
Dann ist D ein Dynkin-System, denn

e ) €D, denn Q € £ C A und nach (b) gilt dann auch ) = Q¢ € D.
e Die Implikation A € D = A° € D ist genau die Voraussetzung (b).

o [[,A; € Dfir A, € D, denn mit B, :=[[;_; 4; gilt 15, = 14, +...+ 14, und damit
wegen (c), dass auch B,, € D. Damit ist 1p, eine nichtnegative aufsteigende Folge
mit Werten in M, die von unten gegen 14 konvergiert. Damit ist wegen (d) auch
AeD.



5.3

5.4

Damit ist D ein Dynkin-System und nach dem Dynkin-Lemma gilt A = ¢(€) C D. Damit
liegen alle Indikatorfunktionen und wegen (c) auch alle nichtnegativen Treppenfunktionen
&+(2) in M. Da sich jede nichtnegative messbare Funktion durch eine aufsteigende Folge
von Treppenfunktionen approximieren lasst, gilt wegen (d) auch M, (2, 4) C M.

Von einer Abbildung erzeugte o-Algebra.

Es seien (©2,.4), (£, A") messbare Rdume und X : Q — Q' eine Abbildung. Wir definieren
o(X) = {X 1A A € A}
Das Mengensystem o(X) wird die von X erzeugte o-Algebra genannt.

(a) Zeigen Sie, dass o(X) in der Tat eine o-Algebra ist.
(b)e Zeigen Sie, dass o(X) C A dquivalent zur A-A4"-Messbarkeit von X ist.

Losung

(a) Dies folgt aus Aufgabe 4.5 (bzw. T4.2) und A’ o-Algebra.

(b)e X ist A-A-messbar & VA' € A': X 1(A)e A& o(X) C A

Faktorisierung messbarer Abbildungen. Es seien (2, A) und (€', A") messbare Raume
und X @ (Q,4) - (R,B(R)) und YV : (2, 4) — (€, A") messbare Abbildungen mit
A = o(Y). Zeigen Sie, dass es eine messbare Abbildung Z : (', A") — (R, B(R)) mit
X = ZoY gibt.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall, dass X eine Indikatorfunktion ist. Approxi-
mieren Sie im allgemeinen Fall X durch Treppenfunktionen.

Losung

Setze
M={X:Q— R esexistiert ein Z: Q' — Rmit X = ZoY}.

Wir wollen auf M den Satz {iber monotone Klassen anwenden. Bemerke zunéchst, dass M
ein Untervektorraum von R ist. Denn fiir X, X’ € M existieren Z, Z', so dass X = ZoY
und X' = 7’ o Y. Somit gilt fiir A € R, dass

X+AX' = (Z+\Z)oY.

Wir zeigen nun, dass alle Indikatorfunktionen 14 fir A € A in M liegen. Wegen A =
o(Y)={Y1(A)| A € A'} existiert fiir A € A also ein A’ € A’ mit A=Y (A). Setze
Z = 1y . Dann gilt

laoY(p)=1eYp eAespeY I(4A)=A
Alsoist 14 oY = 14 und damit 14 € M fiir alle A € A.

Sei nun X,,: £ — R eine aufsteigende Folge von messbaren Funktionen und Z,, wie
oben. Wegen X,, = Z, oY ist auch Z, eine Folge aufsteigender Funktionen und es gilt

(sup Z,) oY =sup(Z, oY) = sup X,,.

Also liegt auch sup,, X,, in M. Wir wenden nun den Satz iiber monotone Klassen mit
£ = A an und finden, dass M jede messbare Funktion X : Q — ' enthélt.
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5.5¢ Bildmafl unter der Komposition von Abbildungen. Es seien (£2,.4), (€', A’) und
(Q", A”) messbare Réume, f : (Q,A4) — (¥, A) und g : (2, A") — (2", A”) messbare
Abbildungen und p ein Maf auf (2, .A). Beweisen Sie g[f[u]] = (g o f)[ul.

Losung

VA e A" : g[flu]](A) = flul(g7 (A) = u(f g7 (A) = ul(gf) " (A) = (g o f)ul(A).



