
Mathematisches Institut
der Universität München

Prof. Dr. Franz Merkl

Wintersemester 2013/2014
Blatt 5

07.11.2013
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Lösung

5.1 Messbarkeit monotoner Funktionen. Es seien Ω,Ω′ ∈ B(R) und f : Ω → Ω′ eine
monoton steigende Funktion. Beweisen Sie, dass f : (Ω,B(Ω))→ (Ω′,B(Ω′)) messbar ist.

Lösung

Aus T2.3 wissen wir, dass B(Ω) = {A ∈ B(R)|A ⊂ Ω} und Bsp. 1.78 zeigt, dass {] −
∞, a] ∩ Ω| a ∈ R} ein Erzeugendensystem ist. Ist f monoton, so ist für s := sup{c ∈
f−1(]−∞, a])∪{−∞}} ∈ f−1(]−∞, a]) die Menge f−1(]−∞, a]∩Ω′) =]−∞, s]∩Ω (vgl.
T4.2(b)) messbar, und für s /∈ f−1(]−∞, a]) die Menge f−1(]−∞, a]∩Ω′) =]−∞, s[∩Ω
messbar.

5.2 Variante des Satzes über monotone Klassen. Es sei (Ω,A) ein messbarer Raum,
E ⊆ A ein ∩-stabiles Erzeugendensystem vonAmit Ω ∈ E undM ⊆ [0,∞]Ω mit folgenden
Eigenschaften:

(a) Für alle A ∈ E gilt 1A ∈M .

(b) Für alle A ⊆ Ω mit 1A ∈M gilt 1Ac ∈M .

(c) Für alle f, g ∈M und alle α ∈ [0,∞[ gilt f + g ∈M und αf ∈M .

(d) Ist (fn)n∈N eine nichtnegative aufsteigende Folge mit Werten in M und ist f : Ω→
[0,∞] mit fn ↑ f , so ist f ∈M .

Zeigen Sie, dass dann M+(Ω,A) ⊆M gilt.

Lösung

Wir imitieren den Beweis des Satzes über monotone Klassen: Betrachte zunächst

D = {A ∈ A | 1A ∈M}.

Dann ist D ein Dynkin-System, denn

• ∅ ∈ D, denn Ω ∈ E ⊂ A und nach (b) gilt dann auch ∅ = Ωc ∈ D.

• Die Implikation A ∈ D ⇒ Ac ∈ D ist genau die Voraussetzung (b).

•
∐

iAi ∈ D für Ai ∈ D, denn mit Bn :=
∐n

i=1Ai gilt 1Bn = 1A1 + . . .+ 1An und damit
wegen (c), dass auch Bn ∈ D. Damit ist 1Bn eine nichtnegative aufsteigende Folge
mit Werten in M , die von unten gegen 1A konvergiert. Damit ist wegen (d) auch
A ∈ D.
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Damit ist D ein Dynkin-System und nach dem Dynkin-Lemma gilt A = σ(E) ⊂ D. Damit
liegen alle Indikatorfunktionen und wegen (c) auch alle nichtnegativen Treppenfunktionen
E+(Ω) in M . Da sich jede nichtnegative messbare Funktion durch eine aufsteigende Folge
von Treppenfunktionen approximieren lässt, gilt wegen (d) auch M+(Ω,A) ⊂M .

5.3 Von einer Abbildung erzeugte σ-Algebra.

Es seien (Ω,A), (Ω′,A′) messbare Räume und X : Ω→ Ω′ eine Abbildung. Wir definieren

σ(X) := {X−1[A′]| A′ ∈ A′}.

Das Mengensystem σ(X) wird die von X erzeugte σ-Algebra genannt.

(a) Zeigen Sie, dass σ(X) in der Tat eine σ-Algebra ist.

(b)ε Zeigen Sie, dass σ(X) ⊆ A äquivalent zur A-A′-Messbarkeit von X ist.

Lösung

(a) Dies folgt aus Aufgabe 4.5 (bzw. T4.2) und A′ σ-Algebra.

(b)ε X ist A-A′-messbar ⇔ ∀A′ ∈ A′ : X−1(A′) ∈ A ⇔ σ(X) ⊂ A.

5.4 Faktorisierung messbarer Abbildungen. Es seien (Ω,A) und (Ω′,A′) messbare Räume
und X : (Ω,A) → (R,B(R)) und Y : (Ω,A) → (Ω′,A′) messbare Abbildungen mit
A = σ(Y ). Zeigen Sie, dass es eine messbare Abbildung Z : (Ω′,A′) → (R,B(R)) mit
X = Z ◦ Y gibt.
Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall, dass X eine Indikatorfunktion ist. Approxi-
mieren Sie im allgemeinen Fall X durch Treppenfunktionen.

Lösung

Setze
M = {X : Ω −→ R | es existiert ein Z : Ω′ −→ R mit X = Z ◦ Y }.

Wir wollen auf M den Satz über monotone Klassen anwenden. Bemerke zunächst, dass M
ein Untervektorraum von RΩ ist. Denn für X,X ′ ∈M existieren Z,Z ′, so dass X = Z ◦Y
und X ′ = Z ′ ◦ Y . Somit gilt für λ ∈ R, dass

X + λX ′ = (Z + λZ ′) ◦ Y.

Wir zeigen nun, dass alle Indikatorfunktionen 1A für A ∈ A in M liegen. Wegen A =
σ(Y ) = {Y −1(A′) | A′ ∈ A′} existiert für A ∈ A also ein A′ ∈ A′ mit A = Y −1(A′). Setze
Z = 1A′ . Dann gilt

1A′ ◦ Y (p) = 1⇔ Y (p) ∈ A′ ⇔ p ∈ Y −1(A′) = A.

Also ist 1A′ ◦ Y = 1A und damit 1A ∈M für alle A ∈ A.

Sei nun Xn : Ω −→ R eine aufsteigende Folge von messbaren Funktionen und Zn wie
oben. Wegen Xn = Zn ◦ Y ist auch Zn eine Folge aufsteigender Funktionen und es gilt

(sup
n
Zn) ◦ Y = sup

n
(Zn ◦ Y ) = sup

n
Xn.

Also liegt auch supnXn in M . Wir wenden nun den Satz über monotone Klassen mit
E = A an und finden, dass M jede messbare Funktion X : Ω −→ Ω′ enthält.
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5.5ε Bildmaß unter der Komposition von Abbildungen. Es seien (Ω,A), (Ω′,A′) und
(Ω′′,A′′) messbare Räume, f : (Ω,A) → (Ω′,A′) und g : (Ω′,A′) → (Ω′′,A′′) messbare
Abbildungen und µ ein Maß auf (Ω,A). Beweisen Sie g[f [µ]] = (g ◦ f)[µ].

Lösung

∀A ∈ A′′ : g[f [µ]](A) = f [µ](g−1(A)) = µ(f−1g−1(A)) = µ((gf)−1(A)) = (g ◦ f)[µ](A).
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